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摘要 :  在 Arnol. d 第二定理的范围内进一步讨论广义 Phillips 模式非线性不稳定的饱和问题, 得到

了基流不稳定时扰动能量及位涡拟能的下界估计# 
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引   言

我们曾在Arnol. d第二定理的范围内讨论了上边界自由的广义 Phillips模式的非线性稳定

性问题,得到了稳定性充分条件[ 1]# 在文献[ 2] 的引言部分中,我们已提到过, 不稳定的饱和

问题是流体运动不稳定性理论所包含的内容之一,它是为了研究叠加于不稳定基流之上的扰

动的演变信息, 其中包括扰动演变的行为、结构以及扰动能量和位涡拟能的上下界估计等# 无

论是在理论研究或是在实际应用方面, 研究不稳定的饱和问题都有着非常重要的意义 # 但由

于扰动演变的复杂性,目前对于饱和问题的研究主要集中在扰动能量和位涡拟能的上界估计,

如文献[ 2~ 9] ,而关于扰动演变下界估计的工作却很少# 

曾庆存在研究Haurwitz波的非线性不稳定时曾研究了Haurwitz波不稳定的饱和问题,得到

了扰动能量和位涡拟能的下界估计[ 10]# 随后, 项杰和穆穆研究了 Phillips模式非线性不稳定

的饱和问题,作出了基流不稳定时扰动能量及位涡拟能的下界估计
[ 11]# 在上述工作的基础

上,我们进一步讨论广义 Phillips模式基流非线性不稳定时扰动能量及位涡拟能的下界估计# 

1  数学模型及一般的结果

为方便,这里简要回顾广义Phillips模式的非线性稳定性判据, 细节问题详见文献[ 2]# 考

虑层结稳定的两层流体, 上下层密度分别为 Q1、Q2, ( Q1 < Q2) ,上下层平均厚度分别为 D1、D2,

流体运动可用下述 B平面上无量纲的准地转位涡方程来描述( Pedlosky1987) :
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  5P i /5 t + 5( 5 i , P i ) = 0   ( i = 1, 2) , (1)

其中 t 为时间变量, 5i 是第 i层的流函数, P i 为第 i 层的准地转位涡

  
P1 = $51+ F1( 52- 51(1 + a) ) + By ,

P2 = $52- F2( 52- 51) + By ,
(2)

5( A , B) = AxBy - AyBx是二维 Jacobi行列式, x、y 分别为纬向和经向坐标, $是二维Laplace算

子, F i = f
2
0L

2
/ ( g[ ( Q2- Q1) / Q0] D i ) 是旋转弗罗德数, f 0是柯氏参数的尺度, L 为长度尺数, B

为常数, g 为重力加速度# 参数 a = g
- 1
0 / g

- 1
1 > 0为上自由表面系数,其中 g 1是第一层与第

二层之间浮力跃度# 

流体流动的水平区域 8 为纬向周期通道:

  - P [ x [ P, 0 [ y [ 1# 

边界条件:

  
5 5 i
5x y= 0, 1

= 0,
d
dtQ

P

- P

5 5 i
5y y= 0, 1

dx = 0# (3)

初始条件:

  5i | t= 0 = 5 i0# (4)

考虑系统( 1) ~ ( 4)的定常解(基流) :

  ( 7 i ( y ) , Qi ( y ) )# 

假设存在常数 C及连续可微函数 7 Ci (#) ,使得

  7 i ( y ) + Cy = 7 Ci ( Qi )   ( i = 1, 2)# (5)

叠加在基流上的扰动 ( 7 i ( x , y , t ) , qi ( x , y , t ) ) 定义为:

  5i = 7 i + Wi , P i = Qi + qi# 

相应于Arnol. d第二定理的条件,假设存在正常数 C1iC2i , 使得

  0 < C1i [ -
d 7Ci (Q i )

dQ i
[ C2i < + ] # (6)

令 K = diag( d- 1/ 2
1 , d

- 1/ 2
2 ) , d i = D i / D( D为高度尺度) , C = diag( C11, C12) , K= P2为边值问题

  
$U+ KU= 0,

5 U
5x y= 0, 1

= 0, Q
P

-P

5U
5y y= 0, 1

dx = 0

的最小正特征值,矩阵

  T =
f

2
0( g

- 1
0 + g

- 1
1 ) - f

2
0g
- 1
1

- f
2
0g
- 1
1 f

2
0g
- 1
1

, M = C - ( KE + KTK)
- 1# 

在文[ 1]中, 我们简要回顾了两层准地转流体对应于 Arnol. d第二定理的非线性稳定性判

据,当基流满足( 5)与( 6)式,且矩阵 M 正定时, 基流是非线性稳定的;如果基流满足(5)与(6)

式,但是对任意使(5)成立的 C,对任意使(6) 成立的 C 1i , 矩阵 M 非正定, 则基流很可能是非

线性不稳定的# 特别地, 如果 M 的最小特征值为负数,记为K 1 ,则有

  K 1Zc( t ) - 2
E

*

�K

1/ 2

( Zc( t ) ) 1/ 2- H [ 0# (7)

如果 H < 0, 此时方程(7) 的两根为:
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  N? =
( E

*
)
1/ 2 ? ( E

*
+ �KK 1H )

1/ 2

K 1 K
-

# (8)

由于 N- > 0, N+ < 0,故由(7) 解得:

  ( Zc( t ) ) 1/ 2 \ N- ] Zc( t ) \ N
2
- , (9)

所以关于扰动位涡拟能的下界估计为

  Z( t) = Z
*
+ Zc( t ) \ Z

*
+ N2- # (10)

进一步地, 如果(6)中的 C1i、C2i 为一般的常数,那么上面的结果仍然成立# 

2  广义 Phillips模式基流不稳定时扰动演变的下界估计

前面对两层准地转流体一般地讨论了基流不稳定时扰动演变的下界估计问题# 下面具体

讨论广义 Phillips模式的情况# 

假设 D1 = D2,即 F1 = F2 = F ,模式的基流为

  7 1 = - U1y , 7 2 = - U2 y = 0,

  Q1( y ) = ( B+ F( 1+ a) Us) y , Q2( y ) = ( B- FUs) y ,

其中 Ui ( i = 1, 2) 为常数(为方便起见,假设 U2= 0) , Us = U1- U2= U1为垂直速度切变,叠

加在基流上的扰动为( W1, qi ) , 其中

  q1 = $W1+ F( W2- (1+ a) W1, q 2 = $W2+ F ( W2- W1)# 

则有

  定理 1( [ 1]中的定理 3)  当 1b~ 4b中任一条件被满足时,基流是非线性稳定的,

1b Us =
B
F
且K2 > 2F 2

;

2b Us = -
B

F(1 + a)
且 K2 > (2+ 2a + a

2
) F

2
;

3b- B
F( 1+ a)

< U s<
B
F
;

4b Us >
B
F
或 Us < -

B
F (1+ a)

, K2- F
2
(2 + a) + aF

B
Us

> 0,且

  U
2
s [ K

2
( K2- 4F 2

) + aF
2
( aF

2
- 2K2) ] + (4+ a

2
) B2F2

+

    2aBFUs( K
2
- aF

2
) > 0# 

下面分几种情况具体讨论广义 Phillips模式的基流 ( 7 i ( y ) , Qi ( y ) ) 不稳定时,扰动能量

  E( t) = Q8

d
2

| ¨W21 | + | ¨W22 | + F ( W2- W1)
2
+ aFW

2
1 d 8

及位涡拟能

  Z ( t) = Q8

d
2 6

2

i= 1

q
2
id 8

的下界估计1 
  情形 1  B+ F (1+ a) Us = 0,即

  Us = -
B

F( 1+ a)
# (11)

此时 C11 = C , C12 = - d 7
C
2( Q2) / dQ2 = 1/ ( (2+ a) F) , C为任意实数# 当 K

2 [ (2+ 2a +

a
2
) F

2时,我们可证明矩阵M最小特征值为负数,因而 M非正定,此时基流可能是非线性不稳
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定的,下面估计 E( t)、Z( t) 的下界# 

由文[ 1]有

  E( t) + A( t ) = E(0) + A(0) , (12)

其中

  A ( t ) = Q8 E
2

i= 1

[ Gi ( Qi + qi ) - G i ( Qi ) - G
c
i ( Qi ) qi ] d 8 , (13)

  Gi ( G) = Q
G

7Ci ( S)dS# (14)

而

  G1( G) = Q
G

0
7
C
1( S)dS = -

C11

2 G
2
,

  G2( G) = Q
G

0
7
C
2( S)dS = -

C12

2
G
2
,

故    A ( t ) = - (C 11Z1( t ) + C12Z2( t ) )# 

由于 Zi = Q8

d
2
q
2
id 8 ,将它代入(12) 式中,有:

  E( t) - C11Z1( t ) - C12Z2( t ) = E (0) - C11Z1(0) - C12Z2(0) , (15)

令 C y+ ] ,则 Z1( t ) = Z 1(0) ,因此 Z
c
1( t ) = Z

c
1(0) ,故(15) 可变为:

  E( t) - C12Z2( t ) = E (0) - C12Z2(0) , (16)

由文[ 2]知:

  E(0) - C12Zc(0) [ E
*
+ Ec( t ) + 2E* 1/ 2

Ec( t ) 1/ 2- C12Zc( t ) ,

利用 Poinc¿re不等式 Ec( t ) [ Zc( t ) /�K,将上式化为:

  KZc( t ) - 2
E

*

�K

1/ 2

( Zc( t ) ) 1/ 2- H [ 0, (17)

其中   K = C12- 1/�K, H = E
*
- E(0) + C12Zc(0)# 

由于   K =
1

(2 + a) F
-

1

K+
a + 2- a

2
+ 4

2 F

< 0,

因( 17)本身有解,故判别式 $ > 0,此时方程的两根为:

  N? =
( E

*
)
1/ 2 ? ( E

*
+ �KKH ) 1/ 2

K K
-

# (18)

若初始扰动满足 H < 0,则有 N- > 0, N+ < 0,故由(17) 解得:

  ( Zc( t ) ) 1/ 2 \ N- ] Zc( t ) \ N2- # (19)

同时 Zc( t ) = Z
c
1( t ) + Z

c
2( t ) \ Z

c
1(0) ,故再分下面两种情况讨论:

1) 当 N2- > Z
c
1(0) 时,扰动能量及位涡拟能下界估计为:

  Z( t) = Z
*
+ Zc( t ) \ Z

*
+ N2- , (20)

由( 19)得到

  Zc( t ) \ N2-- Z
c
1(0)# (21)

结合( 16)与( 21)有:

  E( t) = E(0) + C12Z2( t ) - C12Z2(0) = E (0) + C12Z
c
2( t ) - C12Z

c
2(0) \

     E (0) + C12N
2
-- C12Zc(0) = E

*
- H + C12N

2
- # (22)
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2)当 N2- < Z
c
1(0) 时, 扰动能量及位涡拟能下界估计为:

  Zc( t ) \ Z
c
1(0) ] Z( t) \ Z

*
+ Zc1(0) , (23)

  E( t) = E(0) + C12Z
c
2( t ) - C12Z

c
2(0) =

    E(0) + C12Zc( t ) - C12Zc(0) \

    E(0) + C12Z
c
1(0) - C12Zc(0) = E

*
- H + C12Z

c
1(0)# (24)

综合 1)与 2) , 当H < 0时,扰动能量及位涡拟能下界估计分别为:

  
Z( t) \ Z

*
+ max( N2- , Z

c
1(0)# 

E( t) \ E
*
- H + C12max( N

2
- , Z

c
1(0) )# 

(25)

特别地,若 E
*
= 0时, 此时

  Z( t) = Zc( t ) , H = - E (0) + C12Z(0) , N
2
- = H / K ,

当 E (0) > Z 1(0) /�K+ C12Z2(0) 时,

  
Z( t) \H / K# 

E( t) \H ( ( C12/ K ) - 1)# 
(26)

当 C12Z(0) < E (0) [ Z1(0) /�K+ C12Z2(0) 时,

  
Z( t) \ Z1(0)# 

E( t) \ E (0) - C12Z2(0)# 
(27)

  情形 2  B- FUs = 0,即 Us = B/ F# 

此时 C11 =
d 7 C1( Q1)

dQ1
=

1
(2 + a) F

, C12 = C , C 为任意实数# 

完全同情形1, 类似地可得如下结果:

当H < 0时,扰动能量及位涡拟能下界估计为:

  
Z( t) \ Z

*
+ max( N2- , Z

c
2(0) )# 

E( t) \ E
*
- H + C11 #max( N2- , Z

c
2(0) )1

(28)

特别地,若 E* = 0, 此时

  Z( t) = Zc( t ) , H = - E (0) + C11Zc(0) , N2- = H / K ,

当 E (0) > ( Z2(0) ) /�K+ C11Z 1(0) 时,

  
Z( t) \ H

K
,

E( t ) \H
C11

K
- 1 # 

(29)

当 C11Z(0) < E (0) [ ( Z 2(0) /�K+ C11Z1(0) ) 时,

  
Z( t) \ Z2(0)# 

E( t) \ E (0) - C11Z1(0)# 
(30)

  情形 3  ( B+ F(1 + a) Us ) ( B- FUs) < 0,即 Us > B/ F 或 Us < - B/ F (1+ a)# 

则

  C11 =
Us - C

B+ F (1+ a) Us
, C12 =

- C
B- FUs

  M =
M11  M12

M21  M22

=

C11-
F + K
R

 -
F
R

   

-
F
R

  C12-
K+ F(1 + a)

R

,
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  R = | KE + KTK | = K2+ (2 + a) FK+ aF
2# 

M 正定当且仅当下面式子成立:

1bM11 > 0, M22 > 0 Z K2- F
2
(2+ a) + aFB/ Us > 0, (31)

2bM11M22 > M2M21 Z

  U
2
s [ K

2
( K2- 4F 2

) + aF
2
( aF

2
- 2K2) ] + (4+ a

2
) B2F2

+

    2aFBUs( K
2
- aF

2
) > 0, (32)

我们知道, 当条件( 31)、( 32)有一个被破坏时,对任意 C, M 的最小特征值为负数,因而基流很

可能非线性不稳定, 由于问题的复杂性, 我们只能得出扰动位涡拟能 Z ( t) 的下界# 由

Poinc¿re不等式可得:

  KZc( t ) - 2
E

*

�K

1/ 2

( Zc( t ) )
1
2 - H [ 0, (17)c

这里, H = E
*
- E (0) - A(0) - 6

2

i= 1
C1iZ

*
i , K 为M 最小特征值, K < 0,方程(17)c的两根为

  N? =
( E

*
)
1/ 2 ? ( E

*
+ �KKH )

1/ 2

K K
-

# 

若H < 0,则 N- > 0, N+ < 0,此时( Zc) ( t ) ) 1/ 2 \N ] Zc( t ) \ N2- # 但与情形1、2不同的是,由

于H 中含有参数 C,故应消去 C:

  H = E
*
- E (0) - A (0) - 6

2

i= 1
C12Z

*
i =

    E
*
- E (0) + C11Z

c
1(0) + C12Z

c
2(0) =

    E
*
- E (0) +

Us - C
B+ F(1 + a) Us

Z
c
1(0) +

- C
B- FUs

Zc(0) ,

记:    S = E
*
- E (0) +

Us

B+ F (1+ a) Us
Z

c
1(0) ,

    T =
1

B+ F (1+ a) Us
Z

c
1(0) +

1
B- FUs

Z
c
2(0) ,

则H = S - CT , H < 0 Z CT > S,下面对 T 进行讨论:

1) 若 T < 0, 则H < 0 Z C< S / T# 

只要 C充分负, 总可使H < 0,故令 Cv ] ,则

  K v
1
2

(- C) [ 2B+ aFUs + (2 + a )F | Us | ]

( B+ F(1 + a) Us) ( B- FUs)
, N- v

H
K
,

  H
K
v

2( B- FUs) Z
c
1(0) + 2( B+ F(1 + a) Us) Z

c
1(0)

2B+ aFUs+ (2 + a) F | Us |
# 

令

  N
-
0 =

2( B- FUs) Z
c
1(0) + 2( B+ F (1+ a) Us) Z

c
1(0)

2B+ aFUs- (2+ a) F | Us |
=

    
Z

c
1(0) +

B+ F(1 + a) Us

B- FUs
Z

c
2(0) , 当 Us < -

B
F (1+ a)

,

B- FUs

B+ F(1 + a) Us
Z

c
1(0) + Z

c
2(0) , 当 Us >

B
F

# 
(33)

由于 T < 0, N-0 > 0,故

  Zc( t ) \ N
-
0 ] Z( t) \ Z

*
+ N

-
0# (34)
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2) 若 T > 0, 则H < 0 Z C> S / T# 

只要 C充分正, 总可使H < 0,故令 Cv + ] ,则

  K v
1
2

(- C) [ 2B+ aFUs - (2 + a )F | Us | ]

( B+ F(1 + a) Us) ( B- FUs)
, N- v

H
K
,

  H
K
v

2( B- FUs) Z
c
1(0) + 2( B+ F(1 + a) Us) Z

c
1(0)

2B+ aFUs- (2 + a) F | Us |
# 

令

  N+0 =
2( B- FUs) Z

c
1(0) + 2( B+ F (1+ a) Us) Z

c
2(0)

2B+ aFUs- (2+ a) F | Us |
=

    
Z

c
1(0) +

B+ F(1 + a) Us

B- FUs
Z

c
2(0) , 当 Us >

B
F

B- FUs

B+ F(1 + a) Us
Z

c
1(0) + Z

c
2(0) , 当 Us < -

B
F(1 + a )

(35)

由 T < 0可知 N
+
- > 0,故

  Zc( t ) \ N
+
0 ] Z( t) \ Z

*
+ N

+
0# (36)

综合 1)、2) ,对于 T < 0, T > 0, Z( t ) 下界分别为(34)和(36)式# 
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Nonlinear Saturation of Baroclinic Instability in the

Generalized Phillips Model(Ò) ) The Lower Bound
on the Disturbance Energy and Potential Enstrophy

to the Nonlinearly Unstable Basic Flow

ZHANG Gui
1
,  XIANG Jie2

( 1. Depar tm ent of Mathem atics and Phy sics , Institute of Science , Un iver sity of

Science and Techn ology , P L A , Nanjing 211101, P R China ;

2. Depar tm ent of Meteorology , P O Box 003,

Nanjing 211101, P R China )

Abstract: On the basis of the nonlinear stability theorem in the context of Arnol. d. s second theorem

for the generalized Phillips model, nonlinear saturation of baroclinic instability in the generalized

Phillips model is investigated. The lower bound on the disturbance energy and potential enstrophy to

the nonlinearly unstable basic flow in the generalized Phillips model is presented, which indicates that

there may exist an allocation between a nonlinearly unstable basic flow and a growing disturbance.

Key words: nonlinear saturation; baroclinic instability; generalized Phillips model; basic flow
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