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中细柔性圆环壳整体弯曲的一般解及
在波纹管计算中的应用( Ó) ) ) )

C型波纹管的计算
X
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(上海大学, 上海市应用数学和力学研究所, 上海 200072)
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摘要:  ( Ó )是( Ñ )的具体应用# 计算了 C 型波纹管的角向刚度、横向刚度和相应的应力分布# 

将波纹管的凸面和凹面分开处理,分别应用一般解( Ñ ) , 使连接点满足内力和变形连续性条件# 

所得结果与相应的数值积分解、其它理论解及实验进行了比较# 结果表明, 中细柔性圆环壳的方

程和一般解( Ñ )准确可信# 

关  键  词:  柔性壳理论;  中细圆环壳;  C 型波纹管;  整体弯曲;  一般解

中图分类号:  O34312   文献标识码:  A

引   言

C型波纹管或称半圆弧波纹管(图 1)具有复杂的形状, 其子午线由半径相等的半圆弧凹凸

相间连接而成, 在连接点纬度角 W存在 180b的突变# 因此,正确处理各弧段之间的连接条件,

使应力、应变满足连续性要求是波纹管计算的关键# 有关旋转壳的特解都不能真正解决这一

问题# 成功的解有: 以钱伟长[ 1, 2] ( 1979, 1980)轴对称细环壳、圆环壳一般解为基础的解析

解
[ 3, 4]

;黄黔
[ 5~ 7]

( 1982, 1986)的初参数积分法、摄动初参数积分法等# 关于纯弯矩作用下的 C

型波纹管,陈山林[ 8] ( 1987)作了讨论; 朱卫平等[ 9~ 11] ( 1998~ 2000)以柔性壳理论为基础用细环

壳一般解、初参数数值积分法进行了计算# 本文采用( Ñ )中细柔性圆环壳在子午面内整体弯

曲的一般解和( Ò)的相应的公式, 计算了 C型波纹管在纯弯矩作用下的转角和应力分布,及

由横向位移引起的反力和应力分布,并对计算结果进行了验证# 

1  C型波纹管的纯弯

波纹管在纯弯矩作用下(图 1)其变形是关于赤道平面 ( W= 0) 对称的,因此, 我们只需研

究其中的半个波,如波纹 BCD# 由( Ñ ) 的式(1) 可知, 在这种情况下基本函数 V 是关于W= 0

反对称的# 于是利用 V 的反对称性可消去齐次解( Ò) 的式(8) 中的 2个任意常数,得
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图 1 C 型波纹管在子午面内纯弯曲

  
V
r
0 = ReV0 =

L
0
y

L
(- c1 #2+ c2 #1) ,

V
i
0 = ImV 0 =

L
0
y

L
( c1 #1+ c2 #2)# 

(1)

这里 , V
r
0和 V

i
0 都是关于 W= 0反对称的, c1、c2为新的任意实数,

  

#1 = e- PB/ 2 Q1sin
PC
2
+ Q2cos

PC
2

, #1 = e- PB/ 2 Q1cos
PC
2

- Q2sin
PC
2

,

Q1 = X1coshBW- X2sinhBW, Q2 = X3coshBW- X4sinhBW,

X1 = F2cosCW- G1sinCW, X2 = G 2cosCW- F1sinCW,

X3 = F1cosCW+ G2sinCW, X4 = G 1cosCW+ F2sinCW;

(2)

  
2F 1 = f 1( W) - g1( W) , 2F2 = f 2( W) - g2( W) ,

2G1 = f 1( W) + g1( W) , 2G2 = f 2( W) + g2( W)# 
(3)

式( 3)中 f 1( W)、f 2( W)、g1( W)、g2( W) 的定义同( Ò) 中式(10) , 可见 F1和 F2是 W的奇函数, G1

和 G2 是 W的偶函数# 

有关的非齐次解见( Ò)中式( 3) ,它原来就是关于 W= 0反对称的# 即

  
V
r
L = ReVL =

L
0
y

L
J , V

i
L = ImVL =

L
0
y

L
K ,

J = E
]

n = 1
J nsinnW, K = E

]

n = 1
Knsin nW# 

(4)

综合起来,在纯弯矩作用下中细柔性圆环壳一般解 V 的实部V
r 和虚部 V

i为

  
V
r
= ( L

0
y / L) ( J - c1 #2+ c2 #1) ,

V
i
= ( L

0
y / L) ( K + c1 #1+ c2 #2)# 

(5)

将式( 5)代入( Ñ )中式( 2)和( 4)可计算相应的内力和位移# 

下面我们把波纹 BCD 分成BC 和DC 两段, 分别应用式(5) 进行计算# 在 BC 段,有

  
V
r
=

L
0
y

L ( J - c1#2+ c2#1) ,

V
i
=

L
0
y

L ( K + c1 #1+ c2 #2)   0 [ W [ P
2# 

(6)
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在 DC 段,记

  
�Vr = -

L
0
y

L
( J - �c1 #2+ �c2 #1) ,

�V
i
= -

L
0
y

L
( K + �c1 #1 + �c2 #2)   P [ W [ 3P

2
# 

(7)

式( 7)、( 8)共有4个任意常数 c1、c2、�c1 和�c2# 在 C点,内力和变形的连续性条件可提供 4个:

  
V (P/ 2) = �V (3P/ 2) , M

1
2(P/ 2) = - �M 1

2(3P/ 2) ,

N
1
1(P/ 2) = �N 1

1(3P/ 2) , N
1
2(P/ 2) = �N 1

2(3P/ 2)# 
(8)

解代数方程组式( 8) , 将得到确定的 c1、c2、�c1和 �c2# 

波纹管1个波端面之间的相对转角, 由于变形的对称性, 等于 D 点(平行圆) 相对于 B 点

(水平面) 转角的 2倍,并规定其转向和端面弯矩一致者为正# 于是由( Ñ ) 中式(4) 式得

  8y = - 2
u
1
z

R BC
+

u
1
z

R CD
= Q

P/ 2

0

2AVrsinW
1+ AcosW

dW-Q
3P/ 2

P

2A�V rsinW
1+ AcosW

dW# (9)

下面以Turner_Ford( 1957)实验模型为算例# 材料常数取 E = 210 @ 105MPa, M= 013,几何
尺寸和参数见表 1, 中细环壳方程中 m 试取( Ñ ) 中式(6) 的极限值,即 m = 3# Turner和Ford

对这 3个模型做了拉伸试验,测定了轴向刚度系数和内、外表面的应力# 这里用本文中细柔性

圆环壳一般解计算这些模型在纯弯矩作用下的刚度和应力分布# 应用( Ò)中式( 12)和( 14) ,

可得到波纹管纯弯曲和轴向拉压之间的等价关系

  
8y

8LLy
PbhRmE

~ Dz
4LRmPz

PbhE
,

Rstress
Ly

PbhRm
~ Rstress

Pz

2Pbh
# 

(10)

表 1 模型几何尺寸和参数

模  型 b/mm R m/mm h/ mm A L

B 49153 176102 1140 01281 16148

C 50104 176102 4132 01284 5144

D 24189 176102 1137 01141 4124

表 2 波纹管刚度

求   解

内   容

求   解

方   法

模    型

B C D

8 y

8LL y

PbhR mE

本文中细环壳一般解

文[ 9]细环壳一般解

文[11]圆环壳数值解

01653

01592

01622

01753

01667

01753

01731

01634

01704

Dz
4LRmPz

PbhE

文[ 4]圆环壳一般解

文[ 3]细环壳一般解

Turner_Ford试验

01604

01592

01412

01685

01662

01671

01702

01695

01615
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) 子午向外表面正应力 ( H= P)         ) 环向外表面正应力( H= P)

) 子午向内表面正应力( H= P)         ) 环向内表面正应力( H= P)

  # Turner_Ford( 1957)实验(外表面)        # Turner_Ford( 1957)实验(外表面)

图 2  模型 B                 图 3 模型 B

) 文[ 11]数值解, ) 中细环壳一般解       ) 文[ 11]数值解, ) 中细环壳一般解

图 4 模型 C 外表面环向弯曲应力 (H= P)  图 5  模型 C 外表面子午向弯曲应力 (H= P)

) 文[ 11]数值解, ) 中细环壳一般解      ) 文[ 11]数值解, ) 中细环壳一般解

图 6  模型 C 环向膜应力 ( H= P)       图 7  模型 C 子午向膜应力 ( H= P)

因此,我们的计算结果可以和有关轴对称问题的实验及计算结果进行比较# 波纹外表面应力
分布的比较见图 2~ 3(限于篇幅仅列出模型 B)# 在应力剧变区域, 实验结果要小于理论计

算, 这是因为实验测得是该点附近的平均应力而不是实际峰值 # 应力分布按细环壳求

解[ 9, 10]
,在控制方程( Ñ ) 的式(1) 中完全略去了 A( = b / R m) 的作用,相当于把外力向圆环的

圆心简化,并且在计算内力时略去了( Ñ ) 的式(2)中分母(1+ AcosW) 的作用,因此得到的应力

分布是关于环壳的极顶对称或反对称的, 这是与本文的主要差别所在# 我们按中细环壳求
解, 在控制方程中近似地考虑了 A的作用,在内力公式中全部地考虑了 A的作用,当P/ 2 < W<

3P/ 2时得到的应力绝对值比细环壳解大,当- P/ 2< W< P/ 2时得到的应力绝对值比细环壳解

小,因此应力分布关于环壳的极顶不是对称或反对称的# 用数值积分法对( Ñ ) 中式(1) 求

解
[ 11]

,所得应力分布与本文一般解很接近, 见图 4 ~ 7(限于篇幅仅列出模型 C)# 按本文计
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) ) ) 子午向外表面弯曲正应力 ( H= P)

- _- 子午向薄膜正应力( H= P)

) ) 环向薄膜剪应力(H = P/ 2)

图 8 模型 D

算,子午向弯曲应力、环向薄膜应力和中面内剪应力

的比较见图8(限于篇幅仅列出模型 D )# 应当注意,

在纯弯曲情况下中面内剪应力虽然不大, 但它反映

了非轴对称特征, 这是轴对称问题所没有的 # 关于

模型的刚度(弯矩与转角的关系) , 各种计算和实验

的对比见表2# 

在应力分布图中, 纵坐标是有关应力和一参考

量 R之比:

R=
Ly

PbhRm
~

Pz

2Pbh
, (11)

横坐标 x 和角坐标 W及波纹上的点的对应关系是:

W=
P(1 + x / 180)   (0 [ x < 90, DC ) ,

P(1 - x / 180)   (90 [ x [ 180, CB )# 
(12)

2  C型波纹管的横向弯曲

我们考虑 C型波纹管的 1个波(图9a)# 总体上, 下端 E 不能移动和转动,上端 A 只允许有

相对的横向位移 urA = uxA# 先将1个波纹分成上下2个半波,各段端面上的反力(如图 9b) 为

 ( a)                ( b)

图 9 C型波纹管在横向位移作用下的受力图

C:  P u, Lu, P
0
u = AaPu/ (PD) , L

0
u = A2L u/ (PD) ,

A :  Pm = Pu, Lm = Lu+ 2aPu, P
0
m = AaPm/ (PD) , L

0
m = A

2
Lm / (PD) ,

E:  P b = Pu, L b = L u+ 4aP u, P
0
b = AaP b/ (PD) , L

0
b = A2Lb/ (PD )# 

(13)

其中基本未知反力是 Pu 和 L u# 根据( Ò) 中式(1) ~ (11) , 每 1/ 4环壳对应的解是

AB:  P [ W [ 3P/ 2,

  V
r
= -

L
0
u

L
J -

P
0
u

L
K + c1�F 2( W) - c2�F 1( W) + c3�G1( W) + c4�G2( W) , (14a)

  V
i
= -

L
0
u

L
J -

P
0
u

L
K + c1�F 1( W) + c2�F2( W) - c3�G2( W) + c4�G 1( W)# ( 14b)

CB :  0 [ W [ P/ 2,
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  V
r
=

L
0
m

L
J +

P
0
m

L
K + c5�F 2( W) - c6�F1( W) + c7�G1( W) + c8�G2( W) , (14c)

  V
i
=

L
0
m

L
J +

P
0
m

L
K + c5�F1( W) + c6�F2( W) - c7�G 2( W) + c8�G 1( W)# ( 14d)

DC:  3P/ 2 [ W [ 2P,

  V
r
=

L
0
m

L
J +

P
0
m

L
K + c9�F 2( W) - c10�F 1( W) + c11�G 1( W) + c12�G2( W) , (14e)

  V
i
=

L
0
m

L
J +

P
0
m

L
K + c9�F1( W) + c10�F2( W) - c11�G2( W) + c12�G1( W)# (14f )

DE:  P/ 2 [ W [ P,

  V
r
= -

L
0
b

L
J -

P
0
b

L
K + c13�F 2( W) - c14�F 1( W) + c15�G 1( W) + c16�G 2( W) , (14g)

  V
i
= -

L
0
b

L
J -

P
0
b

L
K + c13�F 1( W) + c14�F 2( W) - c15�G2( W) + c16�G1( W)# ( 14h)

图 10 C型波纹管连接点的内力图

在式( 14)中共有 18个未知量,它们是 Pu 和 Lu 及

c1, c2, ,, c16# 可由端面边界条件和连接点的连

续性条件确定# 

各段相对转角和相对横向位移由 ( Ñ) 中式

( 4)求得:

8BA = - Q
P

3P/ 2
A

sinW
1 + AcosW

( V
r
) BAdW, (15a)

uBA = - Q
P

3P/ 2
( V

r
) BA cosWbdW, (15b)

8CB = - Q
P/ 2

0
A sinW
1+ AcosW

( V
r
) CBdW, (15c)

uCB = - Q
P/ 2

0
( V

r
) CBcosWbdW, (15d)

8DC = - Q
2P

3P/ 2
A

sinW
1+ AcosW( V

r
) DCdW, (15e)

uDC = - Q
2P

3P/ 2
( V

r
) DCcosWbdW, (15f )

8ED = - Q
P/ 2

P
A

sinW
1+ AcosW

( V
r
) EDdW, uED = - Q

P/ 2

P
( V

r
) EDcosWbdW# (15g, h)

于是,端面 A 相对端面E 的总转角

  8AE = 8BA + 8CB + 8DC + 8ED ; (16)

端面 A 相对端面E 的总横向位移

  uAE = uBA + uCB + uDC + uED# (17)

将式( 14)代入( Ñ)中式( 2)可得各内力, 在环壳的平行圆上满足( Ñ)中式( 3) ,即

  
- N

1
2sinW+ Q

1
2cosW- S

1
= Px /PR,

- N
1
2R cosW- Q

1
2RsinW- M

1
2 = Ly /PR# 

(18)

下面讨论端面边界条件和连接点的连续性条件(图 10)# 

A:  W= P ( AB )
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8AE = 0, uAE = uA , V = ReV = ( V

r
) AB = 0,

5( Vr) AB/ 5W= 0   (式(18) 第 2式)# 
(19)

B :  W= 3P/ 2  ( AB) , W= P/ 2  ( CB )

  
( V ) AB = ( V ) CB , ( S

1
) AB = - ( S

1
) CB,

( M
1
2) AB = - (M

1
2) BC , ( N

1
1) AB = (N

1
1) BC# 

(20a)

等价于

  
( V

r
) AB = ( V

r
) CB , ( V

i
) AB = - ( V

i
) CB,

5( Vr) AB/ 5W= - 5( Vr) CB /5 W, 5( Vi ) AB/ 5W= 5( V i) CB /5 W# 
( 20b)

C :  W= 0  ( CB) , W= 2P ( DC)

  
( V ) CB = ( V ) DC, ( S

1
) CB = ( S

1
) DC,

( M
1
2) CB = (M

1
2) DC , ( N

1
1) CB = (N

1
1) DC# 

(21a)

等价于

  
( V

r
) CB = ( V

r
) DC, ( V

i
) CB = ( V

i
) DC,

5( Vr) CB/ 5 W= 5( V r) DC /5 W, 5( Vi ) CB/ 5W= 5( V i) DC/ 5W# 
( 21b)

D:  W= 3P/ 2  (DC ) , W= P/ 2  (DE )

  
( V ) DC = ( V ) DE , ( S

1
) DC = - ( S

1
) DE ,

( M
1
2) DC = - ( M

1
2) DE , ( N

1
1) DC = (N

1
1) DE# 

(22a)

等价于

  
( V

r
) DC = ( V

r
) DE , ( V

i
) DC = - ( V

i
) DE,

5( Vr) DC/5 W= - 5( Vr) DE/ 5W, 5( V i) DC/ 5W= 5( V i) DE/ 5W# 
( 22b)

E :  W= P ( DE)

  
V = ReV = ( V

r
) DE = 0,

5( Vr) DE /5 W= 0  (式( 18) 第 2式)# 
(23)

在上下端面上式( 18)的第 1式为恒等式# 式( 19) ~ ( 23)有 18个相互独立的方程,联立求解,

得到式( 14)中的 18个未知量 P u, Lu, c1, c2, ,, c16# 

仍以Turner_Ford的实验模型作算例,模型的几何尺寸和参数见表 1, 每个模型只取其中的

1个波进行研究,在上端施加一横向位移 $x # 各模型单波横向刚度见表 3# 应力分布见图 11

~ 19(限于篇幅每个模型仅列出一部分)# 缺少这方面的实验数据, 但我们按文[ 11]的数值积

分法作了验算(图 15~ 18)# 

  表 3 单波横向位移与横向力之间的关系

$x
2LRmP u

PbhE

模     型

B C D

本文一般解 01240 01457 01196

数值积分解 01232 01438 01218

在应力分布图 11~ 19中,纵坐标是有关应力和一参考量 R之比:
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  R = Pu/ (Pbh)# (24)

图 11  模型 B 外表面环向弯曲应力 ( H= 0)  图 12 模型 B 外表面子午向弯曲应力 ( H= 0)

图 13 模型 B 环向薄膜正应力 (H = 0)   图 14  模型 B 子午向薄膜正应力 (H= 0)

) ) ) 文[ 11]数值解, - _- 中细环壳一般解    ) ) ) 文[ 11]数值解, - _- 中细环壳一般解

图 15  模型 C 外表面环向弯曲应力 ( H= 0)  图 16 模型 C 外表面子午向弯曲应力 ( H= 0)

) ) ) 文[ 11]数值解, - _- 中细环壳一般解     ) ) ) 文[ 11]数值解, - _- 中细环壳一般解

图 17 模型 C 环向膜应力 (H = 0)       图 18  模型 C 子午向膜应力 (H= 0)

横坐标 x 和角坐标 W及波纹上的点的对应关系是:
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 ) ) ) 子午向外表面弯曲正应力 ( H= 0) ,

- _- 环向薄膜正应力( H= 0) ,    

) ) 子午向薄膜剪应力( H= P/ 2)   

图 19 模型 D 3个主要应力对比

W=

P 1 +
x
180

,  (0 [ x < 90, AB) ,

P 1 -
x
180 ,  (90 [ x < 180, BC )

P 3 -
x
180

,  (180 [ x < 270, AB )

P - 1+
x
180

, (270 [ x < 360, AB )

(25)

3  结   语

对C型波纹管的计算表明, ( Ñ ) 给出的中
细柔性圆环壳在子午面内整体弯曲的一般解, 能

够满足该波纹管各圆弧之间应力和应变的连续性

要求# 通过与轴对称问题的实验和一般解进行间接的比较以及直接用数值积分法进行验算,

表明中细柔性圆环壳的方程和一般解准确可信# 
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General Solution of the Overall Bending of Flexible

Circular Ring Shells With Moderately Slender Ratio

and Applications to the Bellows(Ó) )
Calculation for C_Shaped Bellows

ZHUWei_ping,  HUANG Qian

( Shan ghai In stitute of Applied Ma them atics and Mechanics , Shan gha i

Un iver sity , Shan gha i 200072, P R China )

Abstract: This is one of the applications of Part( Ñ ), in which the angular stiffness, the lateral stiff-

ness and the corresponding stress distributions of C_shaped bellows were calculated. The bellows was

divided into protruding sections and concave sections for the use of the general solution ( Ñ ), but the

continuity of the stress resultants and the deformations at each joint of the sections were entirely sat-

isfied. The present results were compared with those of the other theories and experiments, and are

also tested by the numerically integral method. It is shown that the governing equation and the general

solution ( Ñ ) are very effective.

Key words: theory of flexible shell; circular ring shell; C_shaped bellows; overall bending; general

solution
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