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摘要 : � 给出了一类三阶非线性微分方程存在非振荡解的充分条件, 使得 Parhi准则更加一般化��

在一些特殊情况下,这些结论适合于更弱的条件��
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引 � �言

在常微分方程和延迟微分方程理论中,我们往往对寻求非振荡解的充分条件感兴趣��本

文将研究下列形式的方程:

� � d
d s
�( s)

d
ds

r ( s )
dx
ds

+ q( s )
dx
ds

�

+ p ( s) x
�
= f ( s) , (1)

这里 �、r、q、p 和f 是在区间[ 0, � ) 内的连续实函数,并且有 �( s ) > 0, r ( s ) > 0和 f ( s ) � 0;

�> 0和 �> 0是两个奇数之比��

很多作者研究了方程( 1)的一些特殊情况[ 1, 2]��Birkhoff [ 3] , Gregu�[ 4]和Hanan[ 5]研究了 �=

�= 1, �( s ) = r ( s) = 1和 f ( s ) = 0时的线性情形; Philos[ 6] 考虑了 �( s ) = r ( s ) = 1, �= �

= 1和 f ( s ) = 0的情形; Parhi[ 7] 研究 �= �= 1的情形�� 最近 Cecchi[ 8] 还研究了 �= �=

1和 q ( s) = 0的情形��

Erbe[ 9]和Heidel[ 10]研究了当 �= 1, r ( s ) = 1和 f ( s ) = 0时的非线性情形; Parhi[ 11~ 15] 研

究了 r ( s) = 1时的非线性情形��

似乎还没有人研究过方程( 1)的非线性三阶微分方程��本文将给出方程( 1)存在非振荡解

的充分条件��得到的结果使文献[ 7, 11~ 15]的一些准则更加一般化��同时在一些特殊情况

下,我们得到的一些结果适合于比文献[ 12, 13, 15]更弱的条件��

直接寻求方程( 1)的存在非振荡解的充分条件似乎是很困难的��如果�
�

0

ds
r ( s)

= � ,那么

引进一变换: t =�
s

0

du
r ( u)

, 使方程(1) 转换成这样一个方程,它的充分条件是已知的�� 在第1节

我们得到了一些比 Parhi更好的结果;在第 2节我们将研究上述所提的转换方法��

本文只讨论这样的情形: 在 [ T , � ) 区间内方程(1) 存在实解, 其中 T � 0依赖于一个特
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解,并且是非平凡的�� 我们说方程(1) 的解 x ( s ) , s � [ T , � ) 是非振荡的,如果存在 s1 � T ,

使得当 s � s1时, x ( s ) � 0; 我们说方程(1) 的解 x ( s) 是振荡的,如果对于任何 s1 � T ,存在

s 2 和 s3满足 s1 < s2 < s3,使得 x ( s2) > 0和 x ( s3) < 0;如果说解是Z_型的,是指它存在任意

大的零解,但它最终是非负或非正��

1 �方程( 2)存在非振荡解的充分条件

在这一节我们考虑

� � ( �( t ) y�)�+ Q( t) y��+ P( t ) y
�
= F ( t ) , (2)

这里 y = y ( t ) , P、Q、F 和 �是在区间[ 0, � ) 内的连续实函数,并且有 �( t ) > 0和 F( t) � 0��

我们先给出一些已知的定理:

定理 1�1�设 P ( t) � 0, Q( t ) � 0,如果对于大的 t成立Q( t) + t
�
P( t ) � 0,那么当 �=

�时,方程(2) 的所有解都是非振荡的��

定理 1�2�设 P ( t) � 0, Q( t ) � 0, Q( t ) 是一次连续可微函数�� 如果当 Q�( t ) � 0时,

对于大的 t和lim t� � Q�( t ) / P( t ) = � 成立 Q�( t ) + P ( t ) > 0,那么当 � � 1, �= 1时方程(2)

所有的有界解都是非振荡的��
定理 1�1和 1�2的证明见文献[ 14]��

定理 1�3�设 P ( t) � 0, Q( t ) � 0�� 如果对于大的 t有F ( t) � M�P ( t) , M > 0,那么方

程(2) 所有的有界解 y ( t ) 是非振荡的, 当 y ( t ) > 0时��

定理 1�3的证明见文献[ 12]��
定理 1�4�设 P( t) � 0, Q( t ) � 0, P和F是一次可微连续函数�� 如果 P�( t ) � 0, F�( t )

� 0, 并且( �+ 1) F( t ) + P ( t ) � 0,那么方程(2) 的所有解 y ( t ) 最终是非振荡的,当 | y ( t ) | �
1时��

定理 1�4的证明见文献[ 11]��

当 Q( t) � 0, 下面的定理改善了文献[ 7]中的定理3�5, 并且其假设比文献[ 13] 的定理2�3
要弱��

定理 1�5�设 P( t) � 0, Q( t ) � 0, P和F是一次可微连续函数�� 如果 P�( t ) � 0, F�( t )

� 0,并且( �+ 1) F ( t ) � P ( t) , 那么方程(2) 的所有解 y ( t ) 最终是非振荡的,当 | y ( t ) | � 1

时��

证明 �设 y ( t ) 是方程(2) 在[ T , � ) 区间内的一个解, 其中 T � 0,并且当 t � T 1 > T 时

| y ( t ) | � 1�� 假设 y ( t ) 是非负的 Z_型解�� 设 a 和 b是y ( t ) 的两个相邻的零解( T 1 � a <

b)�� 方程(2) 乘以 y�( t ) ,我们得到

� � �( t ) y�( t ) y�( t ) + 1
�+ 1

P( t) y
�+ 1
( t ) - F ( t ) y ( t )

�
=

� � � � � � �( t ) y�2( t ) + 1
�+ 1

P�( t ) y �+ 1
( t ) - F�( t ) y ( t ) - Q( t ) y��+ 1

( t )�� (3)

对方程( 3)从 a 到 b 积分得

� � 0 = �
b

a
�( t ) y�2( t ) + 1

�+ 1
P�( t ) y�+ 1

( t ) - F�( t ) y ( t ) -

� � � � � � Q( t) y��+ 1
( t ) dt > 0��

这与假设相矛盾��
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接下来我们假设 y ( t ) 是非正的Z_型解,它具有两个相邻的零解 a和b ( T 1 � a < b)�� 这

样存在一个 c � ( a , b) , 使得 y�( c) = 0和 y�( t ) > 0, t � ( c, b)�� 方程(2) 乘以 y�( t ) ,我们

得到

� � �( t ) y�( t ) y�( t ) = �( t ) y �2( t ) - Q( t ) y��+ 1
( t ) -

� � � � � � P ( t) y�( t ) y �( t ) + F( t ) y�( t )�� (4)

对方程( 4)从 c 到 b 积分得

� � 0 = �
b

c
[ �( t ) y�2( t ) - Q( t ) y��+ 1

( t ) -

� � � � � � P ( t) y�( t ) y �( t ) + F( t ) y�( t ) ] dt > 0��

这与假设相矛盾��

若设 y ( t ) 是振荡的, a、b、a�是y ( t ) 的任意 3个相邻零解( T 1 � a < b < a�) ,并且当 t

� ( a, b ) 时有 y�( a) � 0, y�( b ) � 0, y�( a�) � 0, y ( t ) < 0;当 t � ( b , a�) 时, y ( t ) > 0�� 因

此存在点 c � ( a , b) 和 c� � ( b , a�) , 使得当 t � ( c, c�) 时 y�( c) = 0, y�( c�) = 0, y�( t ) >

0�� 我们考虑两种情况, 既 y�( b) � 0和 y�( b) > 0��

当 y�( b) � 0时,对方程(4) 从 c到 b 积分得

� � 0 � �( b) y�( b ) y�( b ) = �
b

c
[ �( t ) y �2( t ) - Q( t ) y��+ 1

( t ) -

� � � � � � P ( t) y�( t ) y �( t ) + F( t ) y�( t ) ] dt > 0��

这与假设相矛盾��

当 y�( b) > 0时,对方程(4) 从 b 到 c�积分得

� � - �( b ) y�( b ) y�( b) = �
c�

b
[ �( t ) y�2( t ) - Q( t ) y��+ 1

( t ) -

� � � � � � P ( t) y�( t ) y �( t ) + F( t ) y�( t ) ] dt�� (5)

但

� ��
c�

b
P ( t) y

�
( t ) y�( t ) dt =

1
�+ 1

P ( t) y
�+ 1
( t )

c�
b -�

c�

b
P�( t ) y �+ 1

( t )dt �

� � � � � � 1
�+ 1P( c�) y

�+ 1
( c�)

和

� ��
c�

b
F( t) y�( t ) dt = F( t ) y ( t )

c�
b -�

c�

b
F�( t ) y ( t )dt � F ( c�) y ( c�)��

因此

� ��
c�

b
F( t) y�( t ) dt -�

c�

b
P ( t) y�( t ) y �( t )dt �

� � � � � � F ( c�) y ( c�) - 1
�+ 1

P ( c�) y �+ 1
( c�) �

� � � � � � P ( c�)
�+ 1

y ( c�) - 1
�+ 1

P( c�) y �+ 1
( c�) =

� � � � � � 1
�+ 1

P( c�) [ y ( c�) - y �+ 1
( c�) ] � 0��

既然当 t � T 1 时有 | y ( t ) | � 1,所以由方程(5) 可得

� � 0 �- �( b ) y�( b ) y �( b) > 0��

这与假设矛盾��
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因此 y ( t ) 是非振荡的,定理证毕��

评注 1�1�如果在定理 1�1中 F ( t) � 0,那么 P ( t) � 0, 因此这一定理不适合于下列方

程:

� � ( �( t ) y�)�+ Q( t) y��+ P( t ) y
�
= 0��

定理 1�6�如果 Q( t) 在 t很大时, 不改变符号, F( t ) > 0, limt� � F ( t) / | P ( t ) | = � ,那

么方程(2) 的所有有界解都是非振荡的��

证明�设当 t � t0时, Q( t ) � 0�� 又设 y ( t ) 是方程(2) 的有界解,并且有 | y ( t ) | � M��

由给定的条件, 存在一个 t 1 � t 0,使得当 t � t 1时 F ( t) � M� | P ( t ) | �� 若设当 t � ( t 2, t 3)

时 y ( t ) 是振荡的或 Z_型的�� 对方程(2) 从 t2 到 t3 积分,我们得:

� � 0 > �( t ) y�( t ) t
3t
2
= �

t
3

t
2

F( t) dt -�
t

3

t
2

Q( t) y��( t )dt -�
t

3

t
2

P ( t) y
�
( t )dt �

� � � � � ��
t

3

t
2

F ( t)dt -�
t
3

t
2

| P( t ) y
�
( t ) | dt ��

t
3

t
2

( F ( t ) - M
�
| P ( t ) | )dt > 0��

这与假设相矛盾��所以 y ( t ) 是非振荡的��

如果当 t � t 0时, Q( t ) � 0,那么我们可以选择 t 2和 t 3( t1 < t 2< t 3) ,从而得 y�( t 2) = 0

= y�( t3) 和 y�( t ) � 0, t � ( t 2, t 3) ,这样就产生了矛盾��

评注 1�2�在定理1�6中我们对 P( t) 没有符号的限制, 并且这里的假设要比文献[ 12] 中

的定理2�3和文献[ 15] 中的定理2�3要弱��

2 �变换方法和方程( 1)存在非振荡解的充分条件

在本节中将把方程( 1)转化为方程( 2)的形式��设�
�

0

du
r ( u)

= � ,置 R ( s ) = �
s

0

du
r ( u)
�� 这

样 R : [ 0, � ) � [ 0, � ) 是一个增函数, 即当 s � � 时有R ( s ) � �� 因此 R
- 1
是存在的�� 置

t = R( s ) ,即 s = R
- 1
( s )�� 置 y ( t ) = x ( R

- 1
( t ) ) = x ( s) ,我们得

� � r( s) dx
ds =

dy
dt � 和 � �( s )

d
ds r( s)

dx
ds =

�( s )
r ( s)

d
2
y

dt
2��

因此

� � d
d s
�( s) d

ds
r ( s )

dx
ds

=
1
r ( s )

d
dt
�( s)
r ( s )

d2
y

dt
2 ��

置 �( t ) = �( R- 1
( t ) ) / r ( R

- 1
( t ) ) , 方程(1) 变成方程( 2) ,其中

� � Q( t) = q ( R
- 1
( t ) ) / [ r ( R

- 1
( t ) ) ]

�- 1
, P( t ) = r ( R

- 1
( t ) ) p ( R

- 1
( t ) )

和� � � F( t) = r ( R
- 1
( t ) )f ( R

- 1
( t ) )��

根据定理 1�1~ 1�6,我们得到适合于方程( 1)的相应的定理��

定理 2�1 � 设 p ( s) � 0, q( s ) � 0, R( s) = �
s

0

du
r ( u )

�� 如果对于大的 s 成立 q( s ) +

R
�
( s ) r

�
( s) p ( s ) � 0, 那么当 �= �时, 方程(1) 的所有解都是非振荡的��

定理 2�2 �设 p ( s ) � 0, q ( s) � 0, q ( s) 是一次连续可微函数# 如果当 qc( s) \ 0时,对

于大的 s 和lims y ] qc( s ) / p ( s) = ] , qc( s) + p ( s) > 0,那么当 A \ 1, B= 1时方程(1) 所有

的有界解都是非振荡的# 

定理 213 设 p ( s ) \ 0, q ( s ) [ 0,如果对于大的 s有f ( s ) \ MAp ( s ) , M > 0, 那么方程(1)
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的所有有界解 x ( s) 是非振荡的, 当 x ( s ) > 0时# 

定理 214 设 p ( s) [ 0, q( s ) [ 0, rp 和 rf 是一次可微连续函数# 如果( rp )c( s ) \ 0,

( rf )c( s) \ 0, 并且( A+ 1) f ( s ) + p ( s ) \ 0,那么方程(1) 的所有解 x ( s ) 最终是非振荡的,当

| x ( s) | [ 1时# 

定理 215 设 p ( s) \ 0, q( s ) [ 0, rp 和 rf 是一次可微连续函数# 如果( rp )c( s ) \ 0,

( rf )c( s) [ 0, 并且( A+ 1)f ( s) \ p ( s) , 那么方程(1) 的所有解 x ( s ) 最终是非振荡的, 当

| x ( s) | < 1时# 

定理 216 如果 q ( s )在 s 很大时,不改变符号, f ( s) > 0,和lim sy ] f ( s) / | p ( s) | = ] ,那

么方程(1) 的所有有界解都是非振荡的# 
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