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摘要:  提出了定常的 Navier_Stokes方程的一种非线性Galerkin混合元法, 并导出非线性 Galerkin 混

合元解的存在性和误差估计及其后验误差估计# 
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引   言

非线性Galerkin方法是一种求解具有耗散项的偏微分方程的近似解的多重水平方法# 该

方法是将未知量分裂成两项(或多项) , 它们分别属于具有不同网格尺度的离散空间,在计算过

程中, 对于/小尺度0的分量引入简化逼近, 使得该方法变得很便利# 这些方法原先主要是在

Fourier谱离散化时由 Foias_Manley_Temam[ 1]、Marion_Temam[ 2]、Foias_Jolly_Kevrekidis_Titi[ 3]和 De-

vulder_Marion_Tit i[ 4]提出的# 关于非线性Galerkin方法的有限元逼近是 Marion 等人[ 5~ 6]首先提

出的# Ait Ou Ammi_Marion[ 7]将非线性 Galerkin 方法应用于混合元法中, 用来处理非定常的

Navier_Stokes 问题# 李开泰等人[ 8~ 9]
又将此方法用于处理加罚的 Navier_Stokes 方程# 我

们[ 10~ 11]又将非线性Galerkin混合元法推广应用于非定常的热传导_对流问题的半离散和全离

散化格式, 又在[ 12]中提出了定常的 Navier_Stokes方程的一种非线性 Galerkin/ Petrov 最小二乘

混合元法# 虽然李冠成等人[ 13]已经对修改的定常的 Navier_Stokes方程: - M$u + ( u# )̈ u +

015(divu )#u = f 提出了一种计算方法,但是回避原来的Navier_Stokes方程带有压力项和不可

压条件的本质性困难# 

在计算流体力学中, 人们通常面临既要提高精度而又不增加不必要的自由度的问题# 因

此,必须修改网格以保证在关键的部位网格足够地细而在其余部分保留网格合理地粗# 局部
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的后验估计子自然是判别关键的部位的有用工具,而后验估计子仅仅利用已知条件和已求出

的数值解本身# 虽然已经有许多文献[ 14~ 19]构造了几种计算流体力学问题的后验估计子,然

而对于不可压的的Navier_Stokes方程的严密结论
[ 20~ 24]

只是最近才变为有效# 

本文的目的是首先导出定常的不可压的 Navier_Stokes方程的一种非线性 Galerkin 混合元

法,然后给出一种后验估计子# 本文的安排如下:第 1节重述定常的不可压的 Navier_Stokes方

程混合元解的一些经典的结果;第 2节和第 3节分别给出非线性Galerkin混合元法的存在性和

收敛性;最后第 4节提出基于非线性 Galerkin混合元法的后验估计子,并证明这些后验估计子

是真正误差的整体上界(相差一个常数倍)而且具有/局部的残数型0# 虽然我们的后验估计子

是与[ 24]的后验估计子相似,但是我们的非线性Galerkin格式是与[ 24]的两水平方法是有着本

质的区别# 特别是我们的后验估计子适合于奇性问题,而[ 24]的后验估计子仅仅适合于非奇

性的问题# 

1  经典的混合有限元法

设 8 < R
2 是边界为 5 8 的有界区域# 考虑下面的定常的 Navier_Stokes方程:

问题( Ñ)  求 u := ( u1, u2) , p 满足

  

- M$u+ ( u# )̈ u+ p̈ = f   在 8 中,

divu = 0 在 8 中,

u = 0 在5 8 上,
(1)

其中 u 表示速度向量, p 为压力, f := ( f 1, f 2) 为体力, M为 Reynolds数的倒数是常数# 

本文使用的 Sobolev空间是熟知的# 所用的 C 表示与网格参数h 和H 无关, 但是可能与

8、Reynolds数或其它参数有关的正的常数, 不同的地方出现可能不等# 

问题( Ñ)变分形式叙述为

问题( Ñ* )  求 û:= ( u , p ) I X̂ 满足

  a( u, v) + a1( u; u, v) - b( p , v) + b( q , u) = ( f , v )   P( v, q ) I X̂ , (2)

其中

  X̂ := X @ M , X := H
1
0( 8)

2
, M := L 0( 8 ) = q I L

2
( 8 ) : Q8

qdx = 0 ,

  a( u, v) = MQ8
ü# v̈dx , b( q , v ) = Q8

qdivvdx ,

  a1( u; v, w) =
1
2Q8 E

2

i, j= 1

u i
5vj
5x i
w j - u i

5w j
5xi

vj dx   u, v, w I X# 

三线性型 a1(#; #, #) 有下面性质(可参见[ 7 ~ 9, 25 ~ 27] ) : P u, v , w I X ,

  

a1( u; v, w) = a1( u; w, v ) ; a( u; v, v) = 0;

| a1( u; v, w) | [ C + u +1/ 2
0 | u |

1/ 2
1 ( | v |

1/ 2
1 +v +1/ 2

0 | w | 1+

        | v | 1+ w +1/ 2
0 | w |

1/ 2
1 ) ;

| a1( u; v, w) | [ C | u | 1( | v | 1 + v +0 + w +0 | w | 1)
1/ 2
+

        C | v | 1( +u +0 | u | 1 + w +0 | w | 1)
1/ 2
,

(3)

其中 C 是与 u、v、w无关的常数, 定义

  N := sup
u, v, w I X

a1( u; v, w)

| u | 1 #| v | 1 #| w | 1
; +f +* := sup

v I X

( f , v)
| v | 1

# (4)
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从[ 25, 26]可得到下面的结果# 

定理 111  如果 f I H
- 1
( 8 )

2
, 那么问题( Ñ*

) 至少存在一个解, 又如果 M
- 2
N +f +* <

1, 那么解是唯一的,并有下面的先验估计

  | u | 1 [ M- 1 +f +* = : R# 

设 Th 为 �8 的拟一致三角形剖分 ( 可参见 [ 28] 或 [ 29] ) , 即令 h:= max
K I T

h

hK ; hK :=

diam( K ) ,则存在一个与 h 无关的常数C 使得 PK I Th 都有h [ ChK# 

下面分别引进 X 和M 的有限元空间Xh 和Mh# 设 Xh < X (至少为分片 m 次多项式向量

空间,其中 m > 0为整数) , Mh < M(为分片( m- 1) 次多项式空间)# 记 X̂ h = X h @ Mh ,并定

义 Xh 的子空间 Vh 如下

  Vh = vh I Xh ; b ( qh, vh ) = 0, Pqh I Mh # (5)

假定 ( X h, Mh ) 满足下面的逼近性质: P v I [H
m+ 1

( 8) 2 H X ]、Pq I M H H
m
( 8 ) ,

  inf
v
h

I X
h

+ (̈ v- vh) +0 [ Ch
m
| v | m+ 1; inf

q
h

I M
h

+q - qh +0 [ Ch
m
| q | m , (6)

并满足所谓的 inf_sup条件, 即 Pqh I Mh, 存在 vh I Xh 满足

  b ( qh , vh) \ B+ qh +0 # +¨vh +0, (7)

其中 B是一个与h无关的常数# 

那么,问题( Ñ* )的经典的 Galerkin混合元格式叙述为

问题( Ñ h)  求 ûh:= ( uh, ph ) I X̂ h 满足

  a( uh , v) + a1( uh; uh , v) - b( ph, v) + b ( q , uh ) = ( f , v)   P v̂ I X̂ h , (8)

其中 v̂ := ( v, q )# 

下面的结果是经典的(可参见[ 25, 26] )# 

定理 112  在( 6) ~ ( 7)的假定条件下,如果 f I (H
- 1
( 8) ) 2, M- 2

N +f +* < 1, 那么存在

一个常数 h0 > 0使得对于所有的 h [ h0,问题( Ñ h ) 都存在唯一的解 ûh = ( uh , ph ) I X̂ h满

足

  | uh |
2
1 [ M

- 1 +f +* = R, | u - uh | 1+ +p - p h +0 [ Ch
m
, (9)

其中 û = ( u, p ) I [ H
1
0( 8 ) H H

m+ 1
( 8 ) ]

2 @ [H
m
( 8 ) H M ] 是问题( Ñ ) 的精确解, C 是与

| u | m+ 1和 | p | m 有关的常数# 

满足( 6) ~ ( 7)的有限元空间 Xh 和Mh 的例子可参看[ 25, 27, 28, 30]# 

2  非线性 Galerkin混合元法的存在性

设 h 和H (H m h > 0) 是两个趋于0参数# 考虑有限元空间 X h、XH ( XH < Xh)、X
H
h ( X

H
h

< Xh) 和 Mh ,前三个空间的关系如下

  Xh := XH + X
H
h , XH := RHX h, X

H
h := ( I - RH ) Xh , (10)

其中 RH 是从X 到XH 的Ritz正交算子,即对于所有的 v I X 满足

  ( (̈ v - RHv ) , ¨vH ) = 0   PvH I XH , (11)

X h 和Mh 是对应于网格尺寸为h的细网格有限元空间, 而XH 是对应于网格尺寸为H 的粗网格

有限元空间# 记

  X̂H := XH @ Mh ; X̂
H
h := X

H
h @ Mh# 

下面关于空间XH、X
H
h 和算子RH 的性质将经常被使用, 这些性质可由(11) 及对偶原理导出(可
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参见[ 28, 29] )# 

引理 211  空间 XH、X
H
h 和算子RH 满足: P v I H

l
( 8 ) 2 H X ,

  | v - RHv | s [ CH
l- s

| v | l   s = 0, 1, s [ l [ m + 1; (12)

  | RHv | 1 [ | v | 1, P v I X ; + V +0 [ CH | V | 1, P V I X
H
h ; (13)

  ( ¨<, ¨V ) = 0, | < | 21+ | V |
2
1 = | <+ V | 21   P < I XH , V I X

H
h# (14)

现在引进非线性 Galerkin混合有限元格式:

问题( Ñ h)  求 u
h
:= u

H
+ w

h 和p h I Mh, 其中 u
h I Xh、u

H I XH、w
h I X

H
h ,满足

  a( u
H
, <) + a1( u

H
; u

H
, <) + a1( w

h
; u

H
, <) + a1( u

H
; w

h
, <) -

      b ( p h, <) + b ( q, u
H
) = ( f , <)   P < I XH , q I Mh ; (15)

  a( w
h
, V ) + a1( u

H
; u

H
, V ) - b( p

h
, V ) + b( q , w

h
) = ( f , V )

P V I X
H
h , q I Mh#       (16)

定理 212  在定理112的条件下,存在一个常数 H
*
使得对于任意的H [ H

*
问题( Ñ h

)

都存在唯一的解 û
h
:= ( u

H
+ w

h
, p

h
) I X̂ h 满足

  | u
h
| 1 [ M- 1 +f +* = R# (17)

证明  下面利用 Brouwer不动点定理证明定理 212,证明分为下面 3步# 

( � ) 对于给定的 v̂h = ( vh, qh) I X̂h, 其中 vh = vH + wh、vH I XH、wh I X
H
h ,考虑问题

( Ñ h
) 下面的线性化问题:

求 û
h
= ( u

H
+ w

h
, p

h
) I X̂ h 使得

  a( u
H
, <) + a1( vH ; u

H
, <) + a1( wh; u

H
, <) + a1( vH ; w

h
, <) -

      b ( p h, <) + b ( q, u
H
) = ( f , <)   P < I XH , q I Mh ; (18)

  a( w
h
, V ) + a1( vH ; u

H
, V) - b( p

h
, V ) + b ( q , w

h
) = ( f , V )

P V I X
H
h , q I Mh#       (19)

令

  B( vH , wh; [ u
H
, w

h
] , [ <, V ] ) := a( u

H
+ w

h
, <+ V) +

      a1( vH ; uH , <+ V ) + a1( wh; u
H
, <) + a1( vH ; w

h
, <) , (20)

则

  B( vH , wh; [ u
H
, w

h
] , [ u

H
, w

h
] ) = M| u

H
+ w

h
|
2
1, (21)

即 B( vH , wh; [ u
H
, w

h
] , [ <, V] ) 是正定的双线性型# 由于 b (#, #) 满足离散 inf_sup条件(7) ,

所以下面的线性化问题:

  

B( vH , wh; [ u
H
, w

h
] , [ <, 0] ) - b ( p

h
, <) + b ( q, u

H
) = ( f , <)

P( <, q ) I X̂H ,

B( vH , wh; [ u
H
, w

h
] , [ 0, V ] ) - b ( p

h
, V ) + b( q , w

h
) = ( f , V )

P( V , q ) I X̂
H
h

(22)

存在唯一的解 ( u
H
+ w

h
, p

h
) I X̂h# 由于

  | ( f , u
h
) | [ +f +* #( | u

H
|
2
1+ | w

h
|
2
1)

1/ 2
, (23)

所以,由( 21) ~ ( 23)可得

  ( | u
H
|
2
1+ | w

h
|
2
1)

1/ 2 [ M- 1+f +* = R# (24)
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因此,对于任意给定的 v̂h I X̂ h, 问题(22) 可以确定一个映射F: v̂h y û
h
= F( v̂h )# 

( � ) 记集合

  BR := v̂h I X̂ h; v̂h := ( vh , q ) , | vh | 1 [ R # 

下面证明F是从 BR 到BR的连续映射# 不等式(24) 表明F: BR y BR# 这样,只需验证F是连

续的# 

对于任意给定的 v̂
i
h I BR 使得 v

i
h = v

i
H + w

i
h I XH + X

H
h , 则由(22) 定义的 û

h
i = F ( v̂

i
h) ,

i = 1, 2,满足

  B( v
i
H , w

i
h; [ u

H
i , w

h
i ] , [ <, V ] ) - b( p

h
i , <+ V ) + b ( q, u

H
i + w

h
i ) =

      ( f , <+ V)   P( <+ V, q ) I X̂ h , i = 1, 2, (25)

  ( | u
H
i |

2
1+ | w

h
i |

2
1)

1/ 2 [ R   i = 1, 2# (26)

在( 25)中取 < = u
H
1 - u

H
2 , V = w

h
1- w

h
2、q = p

h
1- p

h
2 得

  M| u
h
1- u

h
2 |

2
1 = a1( v

2
H ; u

H
2 , u

H
1 - u

H
2 ) - a1( v

1
H ; u

H
1 , u

H
1 - u

H
2 ) +

      a1( w2
h ; u

H
2 , u

H
1 - u

H
2 ) - a1( w

1
h; u

H
1 , u

H
1 - u

H
2 ) +

      a1( v2H ; wh2, uH1 - u
H
2 ) - a1( v

1
H ; w

h
1, u

H
1 - u

H
2 ) +

      a1( v2H ; uH2 , wh1 - w
h
2) - a1( v

1
H ; u

H
1 , w

h
1- w

h
2) =

      a1( v2H - v
1
H ; u

h
1, u

H
1 - u

H
2 ) + a1( w

2
h - w

1
h; u

H
1 , u

H
1 - u

H
2 ) +

      a1( v2H - v
1
H ; u

H
1 , w

h
1- w

h
2) [

      NR( | v
1
h - v

2
h |

2
1+ | u

h
1- u

h
2 |

2
1) , (27)

即

  M| u
h
1- u

h
2 |

2
1(1 - NM- 2 +f +* ) [ NR | v

1
h - v

2
h |

2
1# (28)

由于 NM- 2+f +* < 1,所以存在常数 X I (0, 1) 使得NM- 2 +f +* [ X# 记 c
- 1
0 := M(1- X) ,

则从(28) 可得

  | u
h
1 - u

h
2 |

2
1 [ NRc0 | v

2
H - v

1
H |

2
1, (29)

这就证明了F 从 BR到BR 的连续映射# 则由 Brouwer不动点定理可知, û
h
= F( v̂

h
) 至少存在

一个不动点,即问题( Ñ h
) 至少存在一个解 û

h
= ( u

H
+ w

h
, p

h
) I X̂h# 

( � ) 证明问题 ( Ñ h
) 的解的唯一性# 

在问题 ( Ñ h
) 中取 < = u

H、V = w
h、q = p

h 可得(17) # 

设 û
h
i ( i = 1, 2) 是问题( Ñ h

) 的两个解,记 < = u
H
1 - u

H
2、V = w

h
1- w

h
2、q = p

h
1- p

h
2# 那

么,由(3) 和(13) , 与(27) 同理可得

  M( | < | 21+ | V |
2
1) = - a1( <; u

h
1, <) - a1( V ; u

H
1 , <) - a1( <, u

H
1 , V ) [

      CH 1/ 2
( | < |

2
1+ | V |

2
1) + NM

- 1 +f +* | < |
2
1 [

      ( NM- 1 +f +* + CH
1/ 2
) ( | < |

2
1+ | V |

2
1) , (30)

即

  M( | < | 21+ | V |
2
1) (1 - NM- 2 +f +* - CH

1/ 2
) [ 0# (31)

由于 NM- 2 +f +* [ X< 1, 所以存在一个常数H
*
= [ (1- X) / ( 2C ) ] 2,其中 C 是(31) 的左边

所给,使得对于所有的H [ H
* 都有

  ( | < |
2
1 + | V |

2
1) [ 0, (32)

这就意味着 < = 0和 V = 0, 即 u
h
1 = u

h
2# 那么由(25) 可得
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  b ( p
h
1- p

h
2, <+ V) = 0   P < I XH , V I X

H
h# (33)

这样,利用 inf_sup不等式( 7)可得 p
h
1 = p

h
2# 定理212证毕# 

3  非线性 Galerkin混合有限元法的收敛性

本节的目的是导出问题( Ñ
h

) 的非线性Galerkin混合元解关于参数H 和h( h n H )的收敛
性# 

定理 311  在定理 212的条件下, 如果 f I L
2
( 8) 2 而且问题(2) 精确解 û = ( u, p ) I

(H
1
0( 8 ) H H

m+ 1
( 8) ) 2 @ H

m
( 8 ) ,那么存在一个正的常数 h

* 使得对于 h n H [ h
* 都有

  | uh - u
h
| 1+ +p h - p

h +0 [ CH
m+ 1

, (34)

其中 ( uh , ph ) 是问题( Ñ h ) 的解, ( u
h
, p

h
) 是问题( Ñ h

) 的解, m \ 1是整数# 

证明  定理 311的证明将分为下面两步:

( a) 预备论述

对于问题( Ñ h ) 的解 uh, 令

  uh = uH + wh , uH = RHuh, wh = ( I - RH ) uh , (35)

并记

  e = uH - u
H
, E = wh- w

h
, S = p h - p

h# (36)

引理 312  在定理311的条件下, 问题( Ñ h) 的解 uh 使得wh = ( I - RH ) uh 满足

  + wh +0+ H | wh | 1 [ CH
m+ 1# (37)

证明  wh 可分解为

  wh = ( I - RH ) uh = ( I - RH ) u + ( I - RH ) ( uh - u) , (38)

由定理112和引理 211可得
  + wh +0+ H | wh | 1 [ CH | wh | 1 [ CH ( | u- RH | 1 + | u- uh | 1) [

      C (Hm+ 1
+ Hh

m
) [ CH

m+ 1# 

下面考虑 Laplace算子的离散形式Ah I L ( Xh , Xh ) 定义为:

  (Ahv, w) = a( v, w)   Pv , w I Xh# (39)

那么,下面的估计[ 7, 12, 13, 25, 26]成立:

Puh I Vh 和 Pvh, wh I X h, 有

  | a1( vh ; uh, wh ) | + | a1( uh; vh , wh) | [

      | uh |
1/ 2
1 +Ahuh +1/ 2

0 + v +0 | wh | 1, (40)

又对于问题 ( Ñ h) 的解 uh 和问题( Ñ h
) 的解 u

h
,有

  +Ahuh +0+ +Ahu
h +0 [ C +f +0# (41)

( b) 定理 311的证明
利用( 35)和( 14) , 问题 ( Ñ h

) 可写为

a ( uH , <) + a( wh , V ) + a1( uh; uh , <+ V ) - b ( p h, <+ V ) + b( q , uH + wh ) =

    (f , <+ V)   P< I XH , V I X
H
h , q I Mh# (42)

在( 42)中取 < = e = uH - u
H、V = E = wh - w

h、q = S = ph - p
h 并与(18) ~ (19) 相减,

再由(14) 和(3) 可得

  M( | e |
2
1+ | E |

2
1) = a1( u

h
; u

h
, e) - a1( w

h
; w

h
, e) +
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      a1( uH ; uH , E) - a1( uh ; uh, e) - a1( uh; uh , E) =

      a1( uh; wh , E) + a1( e+ E ; uh, e ) + a1( e + wh ; uh , E) -

      a1( e ; wh, E) - a1( E; wh , e ) -

      a1( wh; wh , E) + a1( wh ; wh, e)# (43)

由( 40) ~ ( 41) ,引理 211、312和定理 112, 有
  | a1( uh ; wh, E) | [ C | uh |

1/ 2
1 +Ahuh +1/ 2

0 + wh +0 | E | 1 [ CH
m+ 1

| E | 1, (44)

  | a1( e; uh , e) | [ NR | e |
2
1, (45)

  | a1( E ; uh , e) | [ C | uh |
1/ 2
1 +Ahuh +1/ 2

0 +E +0 | e | 1 [

      CH | E | 1 #| e | 1 [ CH ( | E |
2
1+ | e |

2
1) , (46)

  | a1( e; uh , E) | [ CH ( | E |
2
1 + | e |

2
1) , (47)

  | a1( wh ; uh, E) | [ CH
m+ 1

| E | 1# (48)

其次,只要 m \ 1,再利用(3) 有

  | a1( e; wh , E) | [ C [ | e | 1( | wh | 1 + wh +0 +E +0 | E | 1)
1/ 2
+

      | wh | 1( +e +0 | e | 1 +E +0 | E | 1)
1/ 2
] [

      CH ( | E |
2
1 + | e |

2
1) , (49)

  | a1( E ; wh , e) | [ CH ( | E |
2
1+ | e |

2
1) , (50)

  | a1( wh ; wh, E) | [ CH
m+ 1

| E | 1, (51)

  | a1( wh ; wh, e) | [ CH
m+ 1

| e | 1# (52)

由( 43) ~ ( 52)得

  M( | e |
2
1+ | E |

2
1) [ (NM- 1+f +* + CH ) ( | E |

2
1 + | e |

2
1) +

      CHm+ 1
( | E |

2
1+ | e |

2
1)

1/ 2
, (53)

即

  M( | E |
2
1+ | e |

2
1) (1 - NM- 2 +f +* - CH ) [ CH

m+ 1
( | E |

2
1+ | e |

2
1)

1/ 2# (54)

由于 NM- 2+f +* < 1,所以存在一个常数 X I (0, 1) 使得NM- 2 +f +* [ X< 1# 取 h
*
= (1

- X) / (2C ) ,其中 C 是(54) 的左边所给,则对于所有的H [ h
*
都有

  ( | E |
2
1+ | e |

2
1)

1/ 2 [ CH
m+ 1# (55)

由 inf_sup不等式( 6)有

  B+p h- p
h +0 [ sup

<+ V I X
h

b ( ph - p
h
, <+ V)

| <+ V | 1
# (56)

由( 42)与( 18) ~ ( 19)相减可得

  b ( S, <+ V) = a( e+ E , <+ V ) + a1( uh; uh , <) -

      a1( uh; uh , <) + a1( w
h
; w

h
, <) + a1( uh; uh , V) - a1( u

H
; u

H
, V )

P < I XH , V I X
H
h#       (57)

由于

  a1( uh; uh, <) - a1( u
h
; u

h
, <) + a1( w

h
; w

h
, <) = a1( uh; e + E, <) +

      a1( e + E ; uh , <) - a1( e+ E ; e + E, <) + a1( wh; wh, <) , (58)

由( 55)、引理 211和 312有
  | a1( uh ; uh, <) - a1( u

h
; u

h
, <) + a1( w

h
; w

h
, <) | [ C[ | e+ E | 1+
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      | e + E |
2
1+ | wh |

2
1] +¨<+0 [

      CHm+ 1
| <+ V | 1# (59)

再由( 55)、( 3)和引理 312可得
  | a1( uh ; uh, V ) - a1( u

H
; u

H
, V ) | = | a1( uh ; e + wh , V ) +

      a1( e + wh ; uh, V ) - a1( e + wh ; e + wh , V) | [

      C [ | e+ wh | 1+ | e + wh |
2
1] | V | 1 [

      CHm+ 1
| <+ V | 1, (60)

  | a( e + E , <+ V ) | [ M+ (̈ e + E) +0 + (̈ <+ V) +0 [

      CHm+ 1 + (̈ <+ V ) +0# (61)

结合( 56) ~ ( 61)即得

  +ph - p
h +0 [ CH

m+ 1# (62)

结合( 55)和( 62)得( 34)# 定理 311证毕# 

结合定理 112和定理 311得到下面的推论# 

推论 313  在定理311的条件下,下面的估计成立

  | u - u
h
| 1+ +p - p

h +0 [ C( h
m
+ H

m+ 1
)# (63)

附注 314  如果取 H = O( h
m/ (m+ 1)

) ,那么我们的非线性Galerkin混合元与经典的混合有限元解(参见[ 25

~ 27] ) 具有同阶的逼近的误差估计# 反之, 如果取 h = O(H ( m+ 1) / m) ,非线性 Galerkin 混合元法相对于H 具

有超收敛# 

4  非线性 Galerkin混合元法的后验误差分析

本节引进后验误差估计子,并证明这些后验估计子是真正误差的整体上界(相差一个常数

倍)而且具有/局部的残数型0# 

从现在起, 假定剖分 Th 中相对于h 和H 的最小角Hmin 一致地具有不为零的界# 

为了定义后验误差估计子,需要引进关于离散解 ( u
h
, p

h
) I X̂ h的某些跳跃# 对于在区域

内部的单元边 l ,其法向量 nl 有两种可能取法,并用K in和K out表示具有公共边为 nl的两个三

角形,指向外的为K in# 当 l为区域边界上的单元的边时, nl表示外法向量# 函数 g跨越边界

l 的跳跃定义为

  [ gnl ] l := g | K
out
nl - g | K

in
nl# (64)

设 Eh 为剖分 Th 的边界集合# 定义

  Jl := [ M̈ u
h#nl - p

h
nl ] l   P l I Eh , (65)

  r := f + M$u
h
- ( u

h# )̈ u
h
- p̈

h
, (66)

而且 P û:= ( u , p ) , v̂ := ( v, q ) I X̂ ,记

  F( ( u, p ) , ( v, q ) ) := a( u, v) + a1( u; u, v) - b ( p , v) + b ( q, u)# (67)

下面用到的局部插值估计是由 Cl�ment [ 31]通过函数局部平均插值导出的# 即存在算子

PXh : X y Xh 和算子PMh : M y Mh使得,当 v
h
:= PXh v和 q

h
= PMh q 时,对于所有的 K I Th和所有

的 l I Eh, 及对于 w: = v 或 q , 都有 + w
h + i, K [ C1 + w + i , k( i = 0, 1) , +w

h +0, l [

C1 + w +0, l ,而且有

  + w - w
h +0, K [ C 2hK +w +1, X(K) , +w - w

h +0, l [ C2h
1/ 2
l + w +1, X( l ), (68)

其中 X( K ) 和 X( l ) 分别表示与单元K 和边l 接触的单元和边的集合, hK := diam( K ) 和 h l :=
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diam( l )# 由于 Th 满足最小角条件,所以有

  E
K I T

h

+ w +2
1, X( K)

1/ 2
[ C( Hmin) + w +1, 8 ; (69)

  E
l I T

h

+ w +2
1, X( l )

1/ 2
[ C ( Hmin) +w +1, 8# (70)

下一定理是由 Arnica_Padra
[ 23]
证明的,该定理给出了 û = ( u, p ) I X̂ 的范数的一个上界# 

定理 411  设 ( u , p ) I X̂ 是问题( Ñ*
) 的解# 如果 | u | 1 [ R0,那么存在一个与 B和R0

有关的常数 MR
0
> 0使得下面不等式成立:

  ( | u |
2
1+ M- 2 +p +2

0)
1/ 2 [ M- 1

MR
0

sup
( v, q) I X

F ( û, v̂ )

( | v |
2
1+ M- 2+ q+2

0)
1/ 2, (71)

其中 B为(7) 中所给, R0为已知的常数,而且

  MR
0
:= 2 @

(max 2, 1+ 2B2[ 1 + M- 1
R0N ]

- 4
)
1/ 2

min 1, B2[ 1 + M- 1
R0N]

- 2 # (72)

现在给出第 2节中的非线性 Galerkin混合元解的后验估计子的主要结果# 

定理 412  设 ( u
h
, p

h
) I X̂ h 是问题( Ñh

) 的非线性 Galerkin混合元解# ( u , p ) 是问题

( Ñ*
) 的精确解# 如果 f I L

2
( 8)

2
满足M

- 2
N +f +* < min 1, 1/ 2M 0 ,则存在可计算的常

数 C i ( i = 1, 2, 3) 和 C( Hmin) 使得下面的后验误差界成立# 

  ( | u - u
h
|
2
1+ M

- 2 +p - p
h +2

0)
1/ 2 [

2M0

( 1- s)M C3(N | w
h
|
2
1+

      +f +0 + w
h +0) + C( Hmin) max C1, C2 E

K I T
h

h
2
K +r +2

0, K +

      M2 + #̈u
h +2

0, K + E
l I 5K

hl +J l +2
0, l

1/ 2

, (73)

其中

  M 0:= 2 @ (max 2, 1+ 2B2/ 81 )
1/ 2

min 1, B2/ 18
; s := 2M0M

- 2
N +f +* # (74)

证明  由定理 111和212有 | u- u
h
| 1 [ 2M- 1 +f +* ,即定理411的 R0 = 2M- 1 +f +* # 

再利用假定条件 M- 2
N +f +* < min 1, 1/ 2M0 ,用

  M0 = 2 @ (max 2, 1+ 2B2/ 81 )
1/ 2
/ min 1, B2/ 18

代替定理 411的 MR
0
# 

一方面,由定理 411有
  ( | u - u

h
|
2
1+ M- 2 +p - p

h +2
0)

1/ 2 [

      2M0 sup
( v, q) I X̂

F ( ( u - u
h
, p - p

h
) , ( v, q )

( | v |
2
1+ M- 2 +q +2

0)
1/ 2 , (75)

另一方面,由( 67)、问题( Ñ* )和问题( Ñ h )有

  F( ( u- u
h
, p - p

h
) , ( v, q ) ) = a( u- u

h
, v ) + a1( u - u

h
; u - u

h
, v) -

      b ( p - p
h
, v) + b( q , u - u

h
) =

      a( u, v ) + a1( u; u, v ) - b( p , v ) + b( q , u) -

      a( uh , v ) - a1( u
h
; u

h
, v ) + b ( p

h
, v) - b( q , u

h
) -

      a1( uh; u- u
h
, v) - a1( u - u

h
; u

h
, v ) =
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      ( f , v - v
h
) + a( u

h
, v

h
- v) + a1( u

h
; u

h
, v

h
- v) -

      b ( p h, vh - v) + b ( q
h
- q , u

h
) - a1( w

h
; w

h
, v

h
) -

      a1( wh; uH , ( I - RH ) v
h
) - a1( u

H
; w

h
, ( I - RH ) v

h
) -

      a1( u - u
h
; u

h
, v) - a1( u

h
; u- u

h
, v )# (76)

利用 Green公式和( 68) ~ ( 70)有

  | ( f , v - v
h
) - a( u

h
, v - v

h
) - a1( u

h
; u

h
, v - v

h
) +

      b ( p h, v- v
h
) + b ( q

h
- q , u

h
) | [

      E
K I T

h

+f + M$uh - ( u
h# )̈ u

h
- p̈

h +0, K + v- v
h +0, K +

      + div uh +0, K +q - q
h +0, K +

      E
l I 5K

+ [ M̈ u
h#nl - p

h
nl ] l +0, l + v- v

h +0, l [

      2max C1, C2 C( Hmin) E
K I T

h

h
2
K +r +2

0, K + M2 + divuh +2
0, K +

      E
l I 5K

h l +Jl +2
0, l

1/ 2

( | v |
2
1+ M- 2 +q +2

0)
1/ 2
, (77)

  | a1( u - u
h
; u

h
- v) - a1( u

h
; u - u

h
, v) | [

      2N | u- u
h
| 1 | u

h
| 1 | v | 1 [

      2NM- 1 +f +* ( | u- u
h
|
2
1+ M- 2 +p - p

h +2
0)

1/ 2
| v | 1# (78)

利用( 40) ~ ( 41)和( 13)可得

  | a1( w
h
; w

h
, v

h
) + a1( u

H
; w

h
, ( I - RH ) v

h
) + a1( w

h
; u

H
, ( I - RH ) v

h
) | =

      | - a1( w
h
; w

h
, v

h
) + 2a1( w

h
; w

h
, RHv

h
) +

      a1( wh; uh , ( I - RH ) v
h
) + a1( u

h
; w

h
, ( I - RH ) v

h
) | [

      3N | w
h
|
2
1 | v

h
| 1+ 2 | u

h
|
1/ 2
1 +Ahu

h +1/ 2
0 + w

h +0 | ( I - RH ) v
h
| 1 [

      2C3(N | w
h
|
2
1+ +f +0 +w

h +0) | v | 1# (79)

结合( 75) ~ ( 79)并注意到 s < 1可得(73)# 定理 412证毕# 

附注 41 3  从引理 312 可知,定理 412 中基于非线性 Galerkin 混合元法的后验估计子是真正误差的整体

上界(相差一个常数倍)而且具有/局部的残数型0# 虽然定理 412 的结果看起来与[ 24]中的定理 311 相似, 但

是我们的估计子的所有常数都是可以计算的, 而[ 24]中的定理 311 还有一个不可计算的因子 + DF- 1+# 特

别地,我们的非线性 Galerkin混合元法是与[ 24, 32] 中的两水平方法有着本质的区别# 另外我们的估计子甚

至适用于奇性问题,而[ 24] 中的估计子仅仅适用于非奇性的问题(参看[ 24] )# 
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A Nonlinear Galerkin Mixed Element Method and a

Posteriori Error Estimator for the

Stationary Navier_Stokes Equations

LUO Zhen_dong
1, 2
,  ZHU Jiang

2

( 11Departm ent of Mathem atics , Capital Norm al Un iver sity , Beijin g 100037, P R China ;

21 ICCES , In stitute of Atm ospher ic Phy sics , Chinese Academ y of Sciences ,
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Abstract: A nonlinear Galerkin mixed element ( NGME) method and a posteriori error estimator

based on the method are established for the stationary Navier_Stokes equations. The esistence and er-

ror estimates of the NGME solution are first discussed, and then a posteriori error estimator based on

the NGME method is derived
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