
文章编号: 1000_0887(2002) 10_1073_07

Stokes问题基于泡函数的简化的稳定化

混合元格式的收敛性
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摘要:  利用泡函数导出 Stokes 问题的两种新的、简化的稳定化混合有限元格式# 并证明这些格式

与通常带泡函数的稳定化格式具有相同的收敛性, 但是自由度可以大大减少# 
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引   言

在混合有限元法的研究中,为了摆脱离散的 Babuska_Brezzi条件(简称 B_B条件)的约束,

通常采用稳定化的混合有限元格式[ 1]# 在这方面,已经有各种稳定化方法(可参见文献[ 1~ 7]

以及当中的参考文献) ,这些方法有其独特的优点,但某些方法也存在着不足# 如文献[ 7]中的

组合方法, 要用到单元边界上的积分# 因为二维的三角形剖分中的节点数、单元数、边数之比

1B2B3,因此,过多地使用边上的自由度是不划算的,会增加总体自由度和增加计算量# 

本文从泡函数的方向出发去导出 Stokes问题的两种简化的稳定化混合有限元格式# 这些

方法可以尽可能用单元顶点的值作为自由度,使总体自由度尽可能减少# 本文的主要目的是

证明这些简化的稳定化混合有限元格式与原来的带泡函数的格式具有相同的精度, 从而可以

用简化的稳定化混合有限元格式代替原来的带泡函数的格式,使得计算量可以减少# 

本文的安排如下:第 1节先回顾 Stokes问题的带泡函数的混合元格式:接着,在第 2节导

出简化的稳定化混合元格式; 最后,在第 3节证明简化的稳定化混合元格式的收敛性# 

1  Stokes问题的带泡函数的混合元格式的回顾

设 8 < R
2
是有界的多边形区域,考虑定常的 Stokes问题:
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- M$u + p̈ = f   在 8 中,

divu = 0       在 8 中,

u = 0        在5 8 上,
(1)

其中 M> 0为粘性系数, u = ( u1, u2) 是流体的速度向量, p 为压力, f I L
2
( 8)

2
为体力密度# 

对于任意的 T < 8 ,用H
l
( T) , l \0, 和L

2
( T ) = H

0
( T ) 分别表示通常的Sobolev空间和

Lebesgue空间, 其半范数和范数分别为

  | U| l, T = E
| A| = l

QT
| DAU | 2dx

1/ 2

和    +U+ l , T = E
l

m= 0
| U |

2
m, T

1/ 2
  PU I H

l
( T)# 

L
2
( T ) 空间的内积表示为

  ( U, W) T = QT
UWdx# 

为了方便起见,当 T = 8时,下标的T 将省略;空间H
l
( 8 )

2
和 L

2
( 8)

2
的范数和内积仍然用相

同的记号# 为了引入问题(1) 的变分形式, 引入下面的记号:

  X := H
0
1( 8)

2
, M := q I L

2
( 8) ;Q8

qdx = 0 ,

而且 P( u, p ) , ( v, q ) I X @ M 记

  B ( u, p ; v , q) S MQ8
¨u# v̈dx - Q8

pdivvdx - Q8
qdivudx# (2)

则问题( 1)的变分形式可表示为

问题 Q  求 ( u, p ) I X @ M 满足

  B ( u, p ; v , q) = Q8
f#vdx   P( v, q ) I X @ M# (3)

熟知 B(#, #; #, #) 满足下面的 inf_sup条件[ 8]

  inf
( u, p ) I V@M)

sup
( v, q) I V@M

B ( u, p ; v , q)
[ | u | 1 + +p +0] [ | v | 1+ + q +0]

\ B> 0, (4)

其中 B为常数# 从而问题Q存在唯一的解# 下面用 h > 0表示剖分参数,并用 c表示与h无

关的一般常数,不同处出现可能不等# 设Th为�8的拟一致三角形剖分(可参见[ 9 ~ 10] 等)# 

用 P l ( T ) , l \ 0,表示 T 上次数 [ l 多项式空间# 定义

  V
k
h = vh I X H C

0
(�8 ) 2; vh | T I Pk( T )

2
, PT I Th   ( k = 1, 2)# (5)

对于每一单元 T I Th ,用 KT 1、KT 2、KT 3表示 T 上的面积坐标,并定义

  bT ( x ) =
KT 1( x ) KT2( x ) KT 3( x )   当 x I T 时,

0 当 x I\ T 时# 
(6)

由于 bT 在T 上是3次多项式,通常称其为 3次泡函数# 显然 bT I H
1
0( 8 ) 且 bT | T I H

1
0( T )# 

记    Bh = ( span bT ; T I Th )
2

(7)

和    X
k
h = V

k
h © Bh   ( k = 1, 2)# (8)

则有 X
k
h < X# 令

  Mh = qh I M H C
0
(�8 ) ; qh | T I P 1( T) , PT I Th , (9)

  W
k- 1
h = vh I H

k- 1
( �8 ) 2; vh | T I Pk- 1( T)

2
, PT I Th (10)

而且 P
k- 1
h : L

2
( 8 ) 2 y W

k- 1
h 为L

2 投影,即 P v I L
2
( 8) 2 满足
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  ( v - P
k- 1
h v , vh ) = 0   Pvh I W

k- 1
h # (11)

考虑问题Q的一种新的格混合有限元格式:

问题 Q
k
h  求( �uh , �p h ) I X

k
h @ Mh, k = 1, 2,满足

  B (�uh, �p h; vh , qh ) = Q8
vh#Pk- 1

h fdx   P( vh, qh ) I X
k
h @ Mh# (12)

附注 A  离散格式( 12)与通常的格式不同(可参见[ 8~ 10] ) ,这种格式更便于实际计算# 

文献[ 8~ 10]已证明了 B (#, #; #, #) 在X
k
h @ Mh上满足离散的B_B条件,即存在与 h无关

的常数�B > 0使得:

  inf
( �u

h
,�p
h
) I V

h
@M

h

sup
( v
h
, q
h
) I V

h
@M

h

B( �uh , �p h; vh, qh )
[ | �uh | 1+ +�p h +0] [ | vh | 1 + + qh +0]

\�B> 0# (13)

从而问题Q k
h 存在唯一的解(�uh, �p h ) ,而且有下面的误差估计# 

定理 1  如果 f I H
1
( 8 )

2
而且问题(3) 的解( u, p ) I H

k+ 1
( 8 )

2 @ H
k
( 8) ,那么有下面的

误差估计

| u- �uh | 1, 8 + +p - �p h +0, 8 [ ch
k
( +u +k+ 1+ +p + k + +f +1)

                ( k = 1, 2)# (14)

证明  设 Qh: M y Mh 是L
2投影,即 P q I M 满足

  ( q - Qhq, qh ) = 0   Pqh I Mh# (15)

由投影性质(可参见[ 9]或[ 10] )知 P
k- 1
h 和 Qh 满足下面的逼近性质:

  + v- P
k- 1
h v +- 1 [ ch

k +v +1   当 v I H
1
( 8 ) 2时; (16)

  +q - Qhq + s [ ch
k +q + k    当 q I H

k
( 8 ) 时, s = 0, 1# (17)

由[ 9]知,存在 rh : XI y X
k
h 使得

  ( qh, div( v- rhv ) ) = 0   Pqh I Mh (18)

满足   | v - rhv | 1, 8 [ ch
k +v + k+ 1, 8   当 v I H

k+ 1
( 8 ) 2 H X 时# (19)

由( 3)和( 12)可得下面的误差方程:

  M( (̈ u - �uh ) , ¨vh ) - ( p - �p h , divvh ) = ( f - P
k- 1
h f , vh)   P vh I X

k
h, (20)

  ( qh, div( u- �uh) ) = 0   P qh I Mh# (21)

因此,从( 20) ~ ( 21)有

  M( (̈ u- �uh) , (̈ u - �uh ) ) = M( (̈ u - �uh ) , (̈ u - rhu) ) +

      M( (̈ u- �uh) , (̈ rhu- �uh) ) =

      M( (̈ u- �uh) , (̈ u - rhu) ) + ( p - �p h , div( r hu - �uh ) ) +

      ( f - P
k- 1
h f , rhu - �uh ) =

      M( (̈ u- �uh) , (̈ u - rhu) ) - ( p - Qhp , div( u- rhu ) ) +

      ( p - Qhp , div( u - �uh ) ) + ( f - P
k- 1
h f , rhu- u ) +

      ( f - P
k- 1
h f , u - �uh) [

      c( | u- r hu |
2
1+ +p - Qhp +2

0+ +f - P
k- 1
h f +2

- 1) + M| u - �uh |
2
1/ 2# (22)

于是,由( 16) ~ ( 17)和( 19)可得

  | u - �uh | 1 [ ch
k
( + u + k+ 1 +p +k + +f +1)# (23)

又由( 13) , ( 20) ~ ( 22)有
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  �B+Qhp - �p h +0 [ sup
v
h

I V
h

( Qhp - �p h , divvh )
| vh | 1

[

      sup
v
h

I V
h

( Qhp - p , divvh) + ( p - �p h , divvh )
| vh | 1

[

      c +p - Qhp +0+ sup
v
h

I V
h

M( (̈ u - �uh ) , ¨vh ) - ( f - P
k- 1
h f , vh)

| vh | 1
[

      c( | u- r hu | 1+ +p - Qhp +0+ +f - P
k- 1
h f +- 1)# (24)

则由( 19)和( 16) ~ ( 17)可得

  +p - �p h +0 [ +p - Qhp +0+ +Qhp - �p h +0 [

      ch
k
( + u + k+ 1+ +p + k + +f +1)# (25)

结合( 23)和( 25)即得( 14)# 定理1证毕# 

2  简化的稳定化混合元格式

把( 12)分裂为如下方程

求 �uh = �ukh + �uB , �u
k
h I V

k
h, �uB I Bh 和�p h I Mh 满足

  
B (�ukh + �uB, �p h; v

k
, qh ) = Q8

P
k- 1
h f#v

kdx   P v
k I V

k
h, qh I Mh ,

B (�ukh + �uB, �p h; vB, qh ) = Q8
P
k- 1
h f#vB dx   P vB I Bh , qh I Mh# 

(26)

在( 26)的第二个方程中取 qh = 0可得

  MQT
(̈�ukh+ CTbT )# b̈Tdx - QT

�p hdivbTdx = QT
P
k- 1
h f#bTdx# (27)

注意到 bT I H
1
0( T)

2
,并利用 Green公式可得

  QT
(M$�ukh - ¨�p h + P

k- 1
h f ) bTdx - MCTQT

| b̈T |
2dx = 0# (28)

由面积坐标的性质(参见[ 9] )可算出:

  QT
bTdx =

| T |
60

(29)

和    QT
P
k- 1
h f#bTdx =

1
60QT

P
k- 1
h fdx# (30)

事实上, 当 k = 1时, 由于 P
k- 1
h f 在T 上是常数,这时, (30) 显然成立;当 k = 2时,由于P

k- 1
h f 在

T 上是一次多项式,不妨设

  P
1
h f | T = f 1KT 1+ f 2KT 2+ f 3KT3# (31)

则由面积坐标(参见[ 9] )可算得

  QT
P

1
h f bTdx = ( f 1+ f 2+ f 3)#| T |

180 ; QT
P

1
h f dx = ( f 1+ f 2+ f 3)#| T |

3 # (32)

从而当 k = 2时, (30) 也成立# 注意到 ¨�p h 和M$�u
k
h 在T 上是常数,则从(28) 可得

  CT =
1

60MQT
| b̈T |

2dx
QT

[ P
k- 1
h f + M$�ukh- ¨�p h ] dx# (33)

于是,利用 Green公式可计算出

  MQ8
¨�uB#¨v

k
dx = ME

T I T
h

CTQT
¨bT# v̈

k
dx =
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      - ME
T I T

h

CT$v
kQT

bTdx = -
M
60 E

T I T
h

| T | ( P
k- 1
h f + M$�u

k
h - ¨�p h, $vk) T

60MQT
| ¨bT | 2dx

, (34)

  Q8
qhdiv�uBdx = E

T I T
h

CTQT
qhdivbTdx = - E

T I T
h

CT#¨qh | TQT
bT dx =

      - E
T I T

h

| T | ( P
k- 1
h f + M$�u

k
h - ¨�p h, ¨qh ) T

3 600MQT
| b̈T |

2dx
# (35)

将(34) ~ (35) 代入(26) 的第一个方程, 便得到问题Q k
h 的简化的稳定化格式:

问题 Q
k
Jh  求( �ukh , �p h) I V

k
h @ Mh , k = 1, 2,满足

  B (�ukh, �p h; v
k
, qh ) + E

T I T
h

AT ( P
k- 1
h f + M$�ukh - ¨�p h, q̈h - M̈ v

k
) T =

      Q8
P
k- 1
h f # v

kdx   Pv
k I V

k
h , Pqh I Mh , (36)

其中 AT = | T | / (3 600 MQT
| ¨bT | 2dx )# 因为当 k = 1时, $v

k
= 0和 $�u

k
h = 0,所以,当 k

= 1时,问题 Q
k
Jh 会更简化# 通过计算可以得到:

  QT
| b̈T |

2dx =
d
2
T

600 | T |
, (37)

其中 d
2
T = | e1 |

2
+ | e2 |

2
+ | e3 |

2是单元 T 的3边 e1, e2, e3( e1 G e2 G e3 = 9T ) 的平方和# 

则有

  AT = | T | 3 600 MQT
| ¨bT | 2dx = 6 | T |

2
/ d

2
T [ ch

2# (38)

附注 B  从问题Q k
Jh 求出(�ukh ,�p h ) 后,可以利用下面的方法求得问题Q k

h 的解(�uh, �p h) :

  �uh = �ukh + �uB, �uB | T =
bT

60MQT
| ¨bT |

2dx
QT

[ P k- 1
h f + M$�ukh- ¨�p h ] dx# (39)

于是,由( 38)可容易得到

  +�uB + 2
0, T =

5 | T | 3

126M2d4T
| ( Pk- 1

h f + M$�ukh - ¨�p h ) dx | 2# (40)

上式表明,问题 Q k
h 的解的�uh 的泡函数部分可以由问题Q k

Jh 的解表示# 下面将证明,问题 Qk
Jh 的解(�u

k
h, �p h) 与

问题Q k
h 的解(�uh, �p h) 具有相同的收敛精度# 

3  简化的稳定化混合元格式的收敛性

在问题Q中取 v = v
k
, q = qh ,并与问题Q

k
Jh 相减可得下面的误差方程:

  B( u- �ukh, p - �p h; v
k
, qh) -

      E
T I T

h

AT ( P
k- 1
h f + M$�u

k
h - ¨�p h, ¨qh- M$v

k
) T =

      ( f - P
k- 1
h f , v

k
)   P v

k I V
k
h , Pqh I Mh , (41)

令 I
k
h :H

1
0( 8)

2 H H
k+ 1

( 8)
2 y V

k
h 为插值算子,则下面的估计成立(可参考[ 9] 或[ 10] )

  | u - Ikhu | s [ ch
k- s+ 1

| u | k+ 1   0 [ s [ k + 1# (42)

一方面,由( 41)和( 1)有

  M( (̈ u- �ukh) , (̈ u - �ukh ) ) = M( (̈ u - �ukh ) , (̈ u - Ikhu) ) +

      M( (̈ u- �ukh) , (̈ Ikhu- �u
k
h) ) =
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      M( (̈ u- �ukh) , (̈ u - Ikhu) ) + ( p - �p h , div( I
k
hu- �u

k
h) ) +

      E
T I T

h

AT ( P
k- 1
h f + M$�u

k
h - ¨�p h , M$( Ikhu - �ukh ) ) T +

    ( f - P
k- 1
h f , I

k
hu- �u

k
h) =

    M( (̈ u- �u
k
h) , (̈ u - I

k
hu) ) + ( p - �p h , div( I

k
hu- u) ) +

    ( p - Qhp , div( u - �u
k
h ) ) + ( Qhp - �p h, div( u- �u

k
h) ) -

    E
T I T

h

AT (f - P
k- 1
h f , M$( I

k
hu- �u

k
h) ) T +

    E
T I T

h

AT (- M$( u - �ukh ) + (̈ p - �p h) , M$( I
k
hu - u) ) T -

    E
T I T

h

AT (- M$( u - �u
k
h ) + (̈ p - �p h) , - M$( u - �u

k
h) ) T +

    ( f - P
k- 1
h f , I

k
hu- u) + ( f - P

k- 1
h f , u - �u

k
h ) ; ( 43)

另一方面, 再由( 41)和( 1)有

  ( Qhp - �p h, div( u - �u
k
h) ) =

    - E
T I T

h

AT ( P
k- 1
h f + M$�ukh - ¨�p h, (̈ Qhp - �p h) ) T =

    E
T I T

h

AT (f - P
k- 1
h f , (̈ Qhp - �ph ) ) T -

    E
T I T

h

AT (- M$( u - �ukh ) + (̈ p - �p h) , (̈ Qhp - p ) ) T -

    E
T I T

h

AT (- M$( u - �u
k
h ) + (̈ p - �p h) , (̈ p - �p h) ) T# (44)

注意到 AT = 6 | T |
2
/ d

2
T [ ch

2# 结合(43) 和(44) ,而且由(16)、(17)、(25)、(42)、HÊ lder不等

式、Cauchy不等式和逆估计定理(可参见[ 9 ~ 10] ) 有

  M| u - �ukh |
2
1+ E

T I T
h

AT + - M$( u - �ukh) + (̈ p - �p h) +2
0, T [ M

2
| u- �ukh |

2
1+

    1
2 E

T I T
h

AT +- M$( u - �ukh ) + (̈ p - �p h) +2
0, T +

    ch
2k
( + u + k+ 1+ +p + k + +f +1)

2
, (45)

即得

  | u - �u
k
h | 1+ E

T I T
h

A
1/ 2
T + - M$( u- �u

k
h) + (̈ p - �p h) +0, T [

    ch
k
( + u + k+ 1+ +p + k + +f +1)# (46)

结合( 46)和( 25)得到下面定理 2# 

定理 2  如果 f I H
1
( 8 ) 2而且问题(3) 的解( u , p ) I H

k+ 1
( 8 ) 2 @ H

k
( 8 ) ,那么问题Q k

Jh

的解(�u
k
h , �p h) 满足下面误差估计

  | u - �u
k
h | 1, 8 + +p - �p h +0, 8 [ ch

k
( + u + k+ 1, 8 + +p + k, 8 + +f +1, 8 )

( k = 1, 2)# (47)

附注 C  由于问题 Q k
Jh 和问题Q k

h 的网格是相同的 ,因此,对比定理2 的(47) 和定理 1的(14) (尽管它们的

常数 c 可能不等) 可知,问题 Q k
Jh 的解(�ukh ,�p h ) 与问题Q k

h 的解(�uh, �p h) 具有相同的收敛精度(在相差一个定常

数情况下)# 若剖分 Th的单元数目为NT , 则容易算出利用问题Q k
Jh 求方程(1) 的近似解较问题Qk

h 少2N T 个自
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由度# 本文的方法可以直接推广到三维的 Stokes 问题,只是 AT 不同# 
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Convergence of Simplified and Stabilized Mixed

Element Formats Based on Bubble Function

for the Stokes Problem

LUO Zhen_dong
1, 2
,  ZHU Jiang2

( 1. Depar tm ent of Mathematics , Capital Norm al Univer sity ,

Beijing 100037, P R China ;

2. ICCES , Institute of Atm ospher ic Phy sics , Chinese Academy of Sciences ,

Beijing 100029, P R China )

Abstract: Two simplified and stabilized mixed element formats for the Stokes problem are derived by

bubble function, and their convergence, i. e. , error analysis, are proved. These formats can save more

freedom degrees than other usual formats.

Key words: Stokes problem; stabilized format; mixed element format; error analysis
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