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自治 Birkhoff系统的广义正则变换
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摘要 : � 研究了自治 Birkhoff系统的广义正则变换, 将 Hamilton 系统的辛算法推广到 Birkhoff系统,

通过引入凯莱变换和生成函数法构造 Birkhoff方程的 Birkhoff的辛差分格式, 同时讨论了 Birkhoff差

分格式的辛算法��
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引 � �言

1978年, Sant illi[ 1]定义并研究了 Birkhoff 方程的插值问题, 随后 Sarlet ( 1978) 和 Cantrijn

(1979)研究了自治系统的问题,他们还定义了 Hamilton_Jacobi方程的 Birkhoff推广�� Kobussen

( 1978和 1979)对 Brikhoff方程的变换理论进行了研究��

Birkhoff方程在航空力学方面的应用是由 Broucke( 1979)完成的, 同时 Lumsden 和 Trainor

( 1979)将它运用到生物物理学领域,在 1978年, Santilli建议, 在相似理论的基础上研究量子力

学的Heisenberg方程并将其 Birkhoff化��

Santilli同时尝试对局部非保守力作用下的 Birkhoff 方程作了研究�� 在这种方式下, 由

Hamilton方法所得结果将不再适宜,但局部条件仍成立��

Birkhoff系统是Hamilton系统的推广��微分方法是解决非线性动力方程的有效方法��由

于 Birkhoff方程比Hamilton方程复杂,所以其计算方法的研究比较困难��在过去, Birkhoff 方程

的计算方法的研究几乎没有任何结论可言,由于, 我们所了解的微分方法不能广泛的运用于

Birkhoff方程��对此我们研究了自治 Birkhoff系统的广义正则变换, 并且运用辛几何和李代数

等数学工具, 将冯康[ 2]等提出的 Hamilton系统的辛算法推广到自治 Birkhoff系统,通过引入凯

莱变换和生成函数法构造 Birkhoff方程的 Birkhoff的辛差分格式��

1 � Birkhoff动力系统的微分框架
[ 1]、[ 3]

设 M
2n 为一2n_维流形,且Birkhoff函数组 R = R1, � , R2n � M2n是Cr函数,在 M

2n上
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定义一辛结构 �,在图( U, a
�
) 上可表为:

� � � = 1
2
���da

� � da�, � ��� =
�R�
�a�

-
�R�
�a�

�� (1)

显然, �是 1_形式 �= R�da
�的外微分,也即 � = d���

辛流形 �定义了从切丛TM 到余切丛T *
M 的微分同胚(Diffeomorphism) :

� � �: TM � T *
M ; x � �( x ) = ix � (2)

与Hamilton系统相类似, 我们可证明在辛图 ( U, a
�
) 下

� � � f
� �
�a�

=
1
2
���( f

�da�- f
�da�) = ���f

�da�,

� � �- 1
( g�da

�
) = ���g�

�
�a�

, (3)

此处 � ��� = ( � ����- 1
)
����

设 B � C
r
( M

2n
) ,在 M

2n
定义向量场

� � XB = - �
- 1
dB, (4)

XB 称为 Birkhoff函数向量场, (M
2n
, �, XB ) 称为关于 Birkhoff函数组 R的自治 Birkhoff动力系

统�� B称为Birkhoff函数�� 自此, 我们建立了 Birkhoff动力系统的微分几何框架�� 由(3) 在辛

图(Symplect ic chart) ( U, a
�
) 下的 XB 的表示:

� � XB = - �
- 1dB = - �- 1 �B

�a�
da� =

� � � � � � - �B
�a�

( �- 1da�) = -
�B
�a�
���
�
�a�
�� (5)

因而,向量场 XB 的积分曲线 �( t ) [ a, b] � M2n
; t � a

�
( t ) 是以下微分方程的解:

� � �a� = ��� �B
�a�

, (6)

方程( 6)称为自治 Birkhoff方程��文献[ 1]、[ 4]、[ 5]都分别对自治 Birkhoff系统的广义正则变换

进行了研究��

2 �自治 Birkhoff系统差分格式的定义和建立[ 3]

考虑自治 Birkhoff动力系统 (M
2n
, �, XB ) ,在辛图( U, a

�
) 下, Birkhoff方程[ 1]、[ 5] 为

� � �a� = ��� �B
�a�

, (7)

现用微分方法分析讨论解动力学方程�� Birkhoff方程的动力学变换为广义正则变换,通常微分

格式不能保持 Birkhoff方程动力解(与不能保持Hamilton方程的解类似)��所以解 Birkhoff方程

应用 Birkhoff格式
[ 4]��

定义� � 设 a
k � a

k+ 1 为一微分格式(正则变换) , J = (�ak+ 1
/�ak ) 为变换的 Jacobi矩阵

(为辛阵) , � = ( ���)�� 如果 J = (�ak+ 1
/�ak) 满足 J

T � | a= a
k+ 1J = � | a= a

k,则该格式称为关

于 Birkhoff函数 R 的辛格式,或 Birkhoff格式��

Birkhoff格式是Hamilton系统差分格式的推广, 对于Hamilton 系统方程的辛格式可能不是

Birkhoff方程的辛格式��例如, 易证 Euler 中心格式对于 Hamilton方程是辛的, 但对于很少的

Birkhoff方程函数组 R是辛的��由以上看出 Birkhoff格式定义只与 Birkhoff方程函数组 R 本身

有关, 相同的 Birkhoff方程函数组 R的不同 Birkhoff方程, 有相同的 Birkhoff格式,实践表明,由
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于Birkhoff张量的非常数性, 以及在非自治情形时, 方程的几何和代数特性有所减弱, 因而,

Birkhoff格式的建立比Hamilton系统方程的辛格式的建立更难��

命题 1 �若 Birkhoff方程函数组 R的每一函数R�为线性的,则Euler中心格式为Birkhoff方

程关于 Birkhoff方程函数组 R的辛格式��

证明 �由于 R�为线性函数,且 ���为常数,方程(7) 的 Euler中心格式为

� � a
n+ 1

= a
n
+ ��- 1

P
a
n+ 1

+ a
n

2
, � P =

�B
�a1, � ,

�B
�a2n

T

, � �- 1
= ( ���) , (8)

则可得

� � �a
n+ 1

�an
= I -

�
2
�- 1

DP
- 1

I +
�
2
�DP ,

此处 DP 为辛阵�� 易得:

� � I -
�
2
�
- 1
DP �

- 1
I +
�
2
DP�

- 1
= I +

�
2
�
- 1
DP �

- 1
I -
�
2
DP�

- 1
,

则� � � �an+ 1

�an
T

�
�an+ 1

�an
=

� � � � � � I -
�
2 DP�

- 1
I +
�
2 DP�

- 1
- 1

� I -
�
2 �

- 1
DP I +

�
2 �

- 1
DP = �,

因此 Euler中心格式为 Birkhoff方程关于 Birkhoff方程函数组 R的辛格式��

从命题的证明可知,如果 Birkhoff方程函数组 R 线性的, 对于关于 R 的 Birkhoff方程的

Euler中心格式, 只有中心Euler格式的Birkhoff格式�� 同时由 Darboux 定理
[ 6]

, 在局部坐标 a =

( a
1
, � , a2n

)
T � M

2n
,定义解析且正则的辛结构

� � � = 1
2
���da

� � da�, (9)

则总存在保正则且保光滑的局部变换

� � a � a�� = a��( a) ,
在该变换下的辛结构 �变为

� � � = 1
2
���da�� � da��, � ( ���) =

0 - I

I 0
, (10)

以上表明存在一变换使得 Birkhoff方程( 7)化为 Hamilton方程[ 4]

� � a�� = ��� �B�
�a��

, � B�= B( a( a�) ) , � B�= H , (11)

若函数组为 R = R1, � , Rn, 0, � , 0 (或 R = 0, � , 0, R1, � , Rn )��

3 �线性 Birkhoff系统的辛 Eular 差分格式构造
[ 2]、[ 3]

对于方程( 7)称为线性的,如果 Birkhoff函数是 a 的二次形

� � B( a) =
1
2
a�Pa, � P�= P,

则方程( 7)可写为

� � d a
d t

= �a, � � = ���P, � P�= P, (12)

其中 B 为 Birkhoff函数, �为无穷小辛阵,即 � � Sp (2n) [ 1]

方程( 7)的解

� � a( t ) = g
t
a(0) , � g t = exp( t�) ,
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即相流是无穷小辛阵指数变换,不难验证它是辛阵��对方程( 7)最简单的辛格式[ 1]

� � a
n+ 1

- a
n
= �� a

n+ 1
+ a

n

2
, (13)

a
n
到a

n+ 1
变换可以由下式得到

� � a
n+ 1

= F�a
n
, � F� = � -

�
2
� , � �( �) = 1- �

1+ �
,

其中 F�为推广凯莱变换
[ 2]
,易证凯莱变换为保辛的[ 2]��

可写出二阶精度格式:

� � a
n+ 1

= a
n
+
�T
2
( a

n
+ a

n+ 1
) , (14)

可写出四阶精度格式:

� � a
n+ 1

= a
n
+
��
2
( a

n
+ a

n+ 1
) +
�
2
�
2

12
( a

n
- a

n+ 1
)�� (15)

其中( 15)取推广凯莱变换[ 2]
F
(2, 2)
� = �(2, 2) ( ��) , �( 2, 2) ( �) = 1+ �/ 2 + �

2
/ 12

1- �/ 2 + �2/ 12
��

算例 1

对于Van der Pol方程

� � �x + x - �(1- x
2
) �x = 0� ( �为小参数)�� (16)

� � 令 B =
1
2
[ ( a

1
)
2
+ ( a

2
)
2
] � 由 Santilli第一方法[ 4] 得

� � R = a
2
+
�( a2) 2

2a
1 [ 1 - ( a

1
)
2
] , 0 ,

� � �11 = �22 = 0, � �12 = - �21 = 1 +
�a2

a
1 [ 1- ( a

1
)
2
- a

1
a
2
] ,

所以 � � �11 = �22 = 0, � �12 = - �21 = a
l

a
1
+ �a2[ 1 - ( a

1
)
2
- a

1
a
2
]
��

由( 3)、( 7)可得 �12 = - �21 =
a
1

a
1
+ �a2

[ 1- ( a
1
)
2
- a

1
a
2
]
��

将 �代入(9) 式即得四阶辛差分格式:

� �
a
1

a
2

n+ 1

=
a
1

a
2

n

+
�

2(1+ �)
a
2

- a
1

n

+
�2

12(1 + �) 2
a
1

a
2

n+ 1

��

图� 1

算例 2

对Duff ing方程

� � �y + y + �y 2
= 0� ( �为小参数) , (17)

设 B =
1
2
[ ( a

1
)
2
+ ( a

2
)
2
] 由Sant illi第一方法[ 1]

得

R = a
2
+
�a2

( a
1
)
2, 0 ,

�11 = �22= 0, �12 = - �21 = 1+
�

( a
1
)
2 � 所以

�11 = �22 = 0, � �12 = - �21 = ( a
1
)
2

( a
1
)
2
+ �
��
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由( 12)可得 �12 = - �21 = ( a
1
)
2

( a
2
)
2
+ �

= �� 由于 P = I 将 �代入(14) 式得

二阶辛_Euler差分格式:

� �
( a

1
)
n+ 1

= ( a
1
)
n
+
��
2
( ( a

2
)
n
+ ( a

2
)
n+ 1
) ,

( a
2
)
n+ 1

= ( a
2
)
n
-
��
2
( ( a

1
)
n
+ ( a

1
)
n+ 1
)��

(18)

将 �代入(15) 式得

四阶辛_Euler差分格式:

� �
( a

1
)
n+ 1

= ( a
1
)
n
+
��
2
( ( a

2
)
n
+ ( a

2
)
n+ 1
) -
�2�2

12
( ( a

1
)
n
- ( a

1
)
n+ 1
) ,

( a
2
)
n+ 1

= ( a
2
)
n
-
��
2
( ( a

1
)
n
+ ( a

1
)
n+ 1
) -
�2�2

12
( ( a

2
)
n
- ( a

2
)
n+ 1
)��

(19)

4 �结 � �论

Birkhoff方程( 1)通过一系列的辛坐标变换和动量变换, 在每一步变换下都保持相应的

Birkhoff方程成立��Runge_Kutta方法不是一个辛格式(如图 1) ,它是一个耗散格式,从算例 2可

以看出通过运用二阶辛_Euler 格式和四阶辛_Euler格式(如图 2,图 3)用稳定步长计算到 10
8
步

时保持了较好的收敛性��

图� 2� � � � � � � � � � � � � � � � � � 图� 3
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Generalized Canonical Transformation and Symplectic

Algorithm of the Autonomous

Birkhoffian Systems

ZHANG Xing_wu, �WU Ji_ke, � ZHU Hai_ping, �HUANG Ke_fu

( Depar tm ent of Mechan ics and Engineer in g Science , Pekin g Un iver sity ,

Beijin g 100871, P R China )

Abstract: The Birkhoff systems are the generalization of the Hamiltonian systems. Generalized

canonical transformations are studied. The symplectic algorithm of the Hamiltonian systems is extend-

ed into that of the Birkhoffian systems. Symplectic differential scheme of autonomous Birkhoffian sys-

tems was structured and discussed by introducing the Kailey Transformation.

Key words: Birkhoffian system; sympletic algorithm; canonical transformation
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