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摘要:  讨论了圆环壳在横向载荷作用下的整体弯曲问题,提出了中细柔性圆环壳的概念、基本方

程和一般解# 本文称粗细比(子午线曲率半径与子午线曲率中心到回转轴的距离之比)小于 1/ 3

的圆环壳为中细圆环壳;方程的推导基于 E. L. Axelrad 的柔性壳理论;所得的解含有处理边界问题

所必须的积分常数并且在全域内处处收敛;本解能方便地用于有关波纹管的计算# 全文共分 4 个

部分: ( Ñ ) 基本方程和一般解; ( Ò ) 8 型波纹管的计算; ( Ó ) C型波纹管的计算; ( Ô) U 型波纹管

的计算# 
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引   言

柔性壳理论将旋转壳在子午向按弯曲理论处理,在环向按薄膜理论处理,比一般的薄壳弯

曲理论简化,并且符合弹性元件在变形时其弯曲主要发生在子午线方向的特点# E. L. Axe-l

rad[ 1, 2] ( 1976, 1987)总结并发展了柔性壳理论# 而圆环壳方程可以从子午线为一般形状的旋转

壳方程退化得到,但由于圆环壳的两个主曲率既不为零也不相等,因此所得的方程远比常见的

柱壳、锥壳和球壳方程复杂# 圆环壳子午线曲率半径 b 与子午线曲率中心到回转轴的距离

Rm(图 1) 之比 A= b/ Rm是重要的几何参数,我们称之为圆环壳的粗细比,推导方程时可根据

A的量级和问题的性质进行简化# 如果 A n 1可以忽略不计,则所得的方程和相应的解称为

细环壳方程和细环壳解# 当在子午面内受横向弯曲载荷作用时, 壳体的内力分量、位移分量

(图 2,式(2) ~ (4) ) 沿环向的变化可预先用余弦函数和正弦函数表示,因此,只需要求这些分

量沿子午线的变化, 即相当于求解轴对称变形问题# 钱伟长( 1979)首次给出了 V. V. Novozhilov

轴对称细环壳方程的一般解[ 3]和轴对称圆环壳方程的一般解[ 4] , 并成功地用于波纹管的计

算[ 5, 6]# 钱伟长环壳一般解[ 3, 4]克服了以往有关三角级数形式的特解对收敛性的限制和不能
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完全满足子午向边界条件的缺点# 陈山林[ 7] ( 1987)从 V. S. Chernina风型载荷下的旋转薄壳方

程出发,导出了边缘在子午面内受弯矩和横向力作用的圆环壳方程, 在进一步略去含 A
2
的项

后, 所得的方程与 Novozhilov轴对称圆环壳方程相一致, 因而利用钱伟长环壳一般解[ 4]给出了

相应的一般解, 并计算了纯弯矩作用下的 C 型波纹管# 朱卫平等[ 8] ( 1999)从 E. L. Axelrad [ 1, 2]

的柔性壳理论出发, 得到边缘在子午面内受弯矩和横向力作用的柔性圆环壳方程和柔性细环

壳方程,并借助钱伟长的细环壳一般解[ 3]给出了柔性细环壳在子午面内整体弯曲的一般解# 

柔性细环壳的一般解可以方便地用于计算有关波纹管[ 9, 10]# 已有的研究结果表明: 1) 用柔性

壳理论计算弹性元件(如薄壁弯管,波纹管)较为简单且有足够的精度[ 1, 2, 10] ; 2) 如果圆环壳在

轴对称载荷或纯弯矩下,当几何参数 A< 1/ 3时,按细环壳理论求解(在基本方程中完全略去

显含 A的项) 能够满足实用要求[ 5, 6, 11]
; 3) 如果圆环壳在横向载荷下, 我们必须谨慎地对待 A

在基本方程中的作用, 因为横向载荷所产生的弯矩与环壳的粗细即 A的大小直接相关,比如,

此时若按细环壳求解,则相当于将横向载荷作用到圆环的圆心上,于是横向力对弯曲应力将不

起作用[ 8]
, 这显然与实际不符; 4) 由于原方程[ 8] 过于复杂, 如果我们不对其进行适当的简化,

还无法求得它的一般解# 

本文在0 < A< 1/ 3的范围内, 保留 A的一次项及近似地保留A的二次项,对文[ 8]给出的

柔性圆环壳边缘在子午面内受弯矩和横向力作用的基本方程进行简化和求一般解, 并将得到

的一般解用于波纹管的计算# 我们称这个范围内的柔性圆环壳为中细柔性圆环壳# 全文共分

4个部分: ( Ñ) 基本方程和一般解; ( Ò) 8 型波纹管的计算: ( Ó) C型波纹管的计算; ( Ô) U

型波纹管的计算# 

1  基 本方 程

111  柔性圆环壳方程[ 8]

圆环壳如图 1所示,壳厚 h 为常数# 我们已给出的柔性圆环壳在边缘在子午面内受弯矩

和横向力作用的基本方程为

图 1 在子午面内整体弯曲的圆环壳
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内力分量为(图 2)
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图 2  载荷、内力和位移的正方向
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位移分量为[ 8] (图 2)
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W1为参考点的纬度# 

112  中细柔性圆环壳方程

下面对基本方程( 1)进行简化,以便求得一般解# 设 W= P/ 2 - U, U I [ 0, 2P] , 于是 dW

= - dU, P
0
x ( W) = - P

0
x ( U) , L

0
y ( W) = - L

0
y ( U) ,并令 p S 2iLsinU, FS 2A

2
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2
U) / (1+

AsinU) , 5 S 1/ (1+ AsinU) ,代入式(1) 得
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由低到高分别对应 A= 01 1, 012, 013, 01 4        虚线为 A = 01 1时的 Imp

        图 3  F曲线            图 4 F与 p 的对比( L= 161 52A)

对实际薄环壳而言, h/ b [ 1/ 10, 那么 L= 3(1 - M2) ( Ab / h) \10A 3(1- M2) ,如取M

= 013,则 L \16152A,可见 L m A# 在式(5) 中, V前面的系数有两项,其中 p 含L, F带A2,但

在比较这两项的大小时不能简单地略去 A
2
项的作用# 因为在 U= 0,P 附近, p 趋于0; 而F

趋于4A
2
, 为有限项,这时起主要作用# 相反,在 U= 0,P 附近以外, p 是主要的,而F变成次

要的(图 3、4) ,在简化中要体现这一性质# 为此, 我们设 F= mA2,且取 m 为F/ A2的平均值
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易得 lim
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m = 3# 对于方程(5) 的右边, 当 0 < A< 1/ 10 U 1/ 3时, 可取 5 U 1- AsinU,略

去 A
2
sin

2
U以上的小量# 因此,在本文我们限制0 < A< 1/ 3,并称这个范围内的圆环壳为中细

圆环壳# 相应的基本方程为
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该方程与钱伟长[ 4]给出的一般解的 Novozhilov轴对称圆环壳方程
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- AcosU
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+ 2iLsinUV = 2LP 0cosU (8)

类似(这里 P0 是与轴向力和法向压力有关的量)# 因此,通过类推可获得方程(7) 的解# 

2  中细柔性圆环壳方程的一般解

中细柔性圆环壳方程( 7)的一般解由齐次解和非齐次解两部分组成# 首先将齐次方程写

成
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设其解为[ 4]
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其中, K和Cn 为待定的指数和系数; V
0
(1) 和 V

0
(2) 是相互独立的一对解# 把其中之一,如 V

0
(1) ,

代入式(9) 我们得到下列递推公式
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m 为一常数,由式(6) 确定# 令
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0
(2)代入式(9) ,

将得到和上面相同的递推公式和结论,但 C0 为另一个任意待定复常数 # 因此齐次方程的解

(10) 共有 2个任意待定复常数, 须由 4个边界条件来确定# 

设环壳的域为 U1 [ U [ U2, U1 和 U2为壳的 2条边界# 令

  K= B+ iC, Cn / C 0 = ( an + ibn) / 2, C- n/ C0 = ( a- n + ibn) / 2, (14)
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式中 C
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c
0为待定实数# f 1( U)、f 2( U)、g 1( U)、g2( U) 为实函数
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其中
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p
c
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c
n = ( bn - b- n ) / 2# 

(17)

解( 15)适用于环壳全域,没有奇点# 但由于含衰减指数,所以实质上只在边界附近起作用# 在

环壳的内部主要是非齐次解起作用# 

设方程( 7)的非齐次解为 V
P

= VL + VP# VL 代表端面弯矩Ly 作用下的解, VP代表端面横

向力 Px 作用下的解# 我们先讨论 VL ,设

  VL = -
L

0
y

L E
]

n = 1
A nsinn(P/ 2- U)# (18)

代入方程( 7) ,令 P
0
x S 0, 得到有关系数的递推公式
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2
,
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2
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对式( 20)两边取极限,记 S
L

= lim
n y ]

S
L
n, 解极限二次式, 得

  S
L

= -
1 ? 1 - A2

A
# (21)

用文[ 12]的方法可证明,连分式( 20)的极限比例收敛到式( 21)的/小根0# 当 A< 1时, | S
L

| <

1, 所以式(18) 绝对收敛# 

实际计算时,当 n充分大时,可取S
L
n U- (1- 1- A2) / A,由式(20) 逐一反推算出 S

L
n- 1,

S
L
n- 2, ,, S

L
2;然后由式(19) 按顺序求出 A 1, A 2, ,, An# 必须指出,由式(18) 确定的解是周期性

的,无法处理边界问题# 

同理,我们讨论端面横向力 Px 作用下的解VP ,设

  VP = -
P

0
x

L
B0+ E

]

n= 1

Bncosn(P/ 2- U) # (22)

代入方程( 7) ,令 L
0
y S 0, 得到有关系数的递推公式

  

B0 =
iLB1

mA2
, B1 = -

L+ ( A- iL) B 2

1 + mA2+ 2L2/ ( mA2)
,

B2 = -
L

A- iL+ [ 1 + ma
2
+ 2L2/ ( mA2) ] / S

P
2
,

Bn = Bn- 1S
P
n   ( n \ 3) ( m 见式(6) )# 

(23)

  S
P
n S

Bn

Bn- 1
=

nA- n
2A+ 2iL

2n
2
+ 2mA2+ ( nA+ n

2A- 2iL) Bn+ 1/ Bn
  ( n \ 2)# (24)

对式( 24)两边取极限,记 S
P

= lim
n y ]

S
P
n ,解极限二次式,得到和式(21) 相同的根
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  S
P

= -
1 ? 1- A2

A
# (25)

如前所述,连分式( 24)的极限比例收敛到式( 25)的/小根0# 当 A< 1时, | S
P

| < 1, 所以式

(22) 绝对收敛# 

实际计算时, 当 n充分大时,可取 S
P
n U- (1- 1- A2) / A, 由式(24) 逐一反推算出 S

P
n- 1,

S
P
n- 2, ,, S

P
2 ;然后由式(23) 的前3式推求出 B2, B1, B0;从 n \3起,则按式(23) 的第4式进行,

一一算得 Bn# 同样,由式(22) 确定的解是周期性的,无法处理边界问题# 

最后,我们将所要求的中细柔性环壳一般解写成

  V = V
0
(1) + V

0
(2) + VP + VL# (26)
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General Solution of the Overall Bending of Flexible

Circular Ring Shells With Moderately Slender Ratio

and Applications to the Bellows( Ñ) ) Governing

Equation and General Solution

ZHUWei_ping,  HUANG Qian
( Shan ghai In stitute of Applied Ma them atics and Mechancis , Shan gha i

Un iver sity , Shan gha i 200072, P R China )

Abstract: The overall bending of circular ring shells subjected to bending moments and lateral forces

is discussed. The derivation of the equations was based upon the theory of flexible shells generalized

by E. L. Axelrad and the assumption of the moderately slender ratio less than 1/ 3 (i. e. ratio between

curvature radius of the meridian and distance from the meridional curvature center to the axis of revo-

lution). The present general solution is an analytical one convergent in the whole domain of the shell

and with the necessary integral constants for the boundary value problems. It can be used to calculate

the stresses and displacements of the related bellows. The whole work is arranged into four parts:

( Ñ ) Governing equation and general solution; ( Ò ) Calculation for Omega_shaped bellows; (Ó ) Ca-l

culation for C_shaped bellows; (Ô) Calculation for U_shaped bellows. This paper is the first part.

Key words: theory of flexible shell; circular ring shell; bellows; lateral bending load; moderately

slender ratio; general solution
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