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摘要 :  单侧接触问题可以模型化为一个带不等式约束的数学规划问题# 针对不等式约束问题求

解的困难, 提出了一个拟有效集方法# 在每次迭代中,先利用上次迭代得到的解将问题转化为一

个无接触问题,然后以其解作为当前迭代的初始解,且在每次迭代里可以同时更换一组接触点对,

而不是象Lemke方法那样每次迭代仅更换一个接触点对# 因而, 该算法极大地提高了求解效率,

算例表明了该算法的高效性和可靠性# 
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引   言

在一些工程结构中, 经常有只能传递某一特定形式应力的部件或结构,如用来传递拉伸应

力的缆索部件以及用来传递压应力的接触部件# 由于传递的力具有单向性, 因而一般将这类

问题称为单侧问题# 在这些结构里,边界力和几何约束以不等式的形式给出,从本质上说,它

是非线性的,即使在线弹性及小变形的情况下也是如此# 一般的情况下,单侧问题的特点表现

为外力的变化并不能使其它变量按比例变化,因此迭加方法并不适用# 

传统的解析解法受到理想化的模型以及不等式约束相对简单的限制, 现在一般用数值方

法来解决此类问题, 如用有限元方法已经解决了许多实际问题# 常用的分析静态接触问题的

/试验_误差0方法是通过假设接触区域而迭代求解# 然而,在接触区上接触条件复杂的情况下

这种方法的收敛性不能得到保证[ 1]# 

一般情况下(无接触)弹性体的平衡态是其势能泛函的极小值, 而当弹性体在变形的过程

中同一不动的刚体产生无摩擦接触时, 求解这个问题可表示为一个有约束的极小化问题,而且

这个极小化问题的最优性条件由力的平衡方程和一个互补接触条件所组成# 在线弹性和小变

形的假设条件下,一般都是通过有限元离散而导致一个数学规划问题
[ 2~ 4] # 本文提出了求解

这些优化问题的拟有效集方法,这种方法的理论性方面已得到证明[ 5]# 在应用到求解接触问

题时,其特点在于: 1) 无接触存在时结构的解作为初始解,通过计算由这个解来判断那些可能

接触点对会产生接触; 2) 每次迭代参与运算的约束数目最多可同全部约束数目一样多# 
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1  单侧接触问题

设单侧接触问题中的弹性接触体表面的方程为

  x 3 = 5 ( x 1, x 2) ,

其边界是由位移边界 #v、外力边界 # t和接触边界 #c三部分所组成# 该接触体所受的体力为

f ,在位移边界 #v上的位移 v = 0, 边界 # t上所受的面力为t# 边界 # c上的点将可能同某一刚

体约束发生接触,刚体表面用如下方程表达

  x 3 = 7 ( x1, x 2) ,

其单位法线方程为

  n = ( n1, n2, n3) =
(5 7 /5x i ) i 1+ (5 7 / 5x 2) i 2- i 3

(5 7 / 5x 1)
2
+ (5 7 / 5x 2)

2
+ 1

# (1)

弹性体同刚体之间的初始距离用 g 表示

  g =
n3( 7 - 5)

(5 7 /5x 1)
2
+ (5 7 /5 x2) 2+ 1

# (2)

在小变形假设的条件下, 我们要求解如下边值问题:

  
divR+ f = 0

R = D E( v )
      8 中, (3)

  Rn = t          #t 上, (4)

  v = 0          #v 上, (5)

  
v#n - g F 0

Rn#n F 0

Rn#n( v#n- g) = 0

  #c上, (6)

其中 D 为 4阶线弹性对称正定张量,上面的方程分别为力的平衡方程、应力应变关系、力和位

移的边界条件、接触面上的非穿透互补条件# 可以证明上述边值问题的解满足如下变分不等

式[ 3]

  v I V:Q8
D E( v )#E( w - v)d 8 \Q8

f#( w- v) d 8 + Q#
t

t#( w- v) d #

Pw I V, (7)

其中

  V = w I H
1
( 8 ) | w = 0 #v上, w#n - g [ 0 #c上 , (8)

H
1
( 8 ) 为1阶导数平方可积的Hilbert空间# 在充分光滑的条件下, (7) 的解亦是边值问题(3)

~ (6) 的解# 求解问题(7) 等价于求解如下的极值问题[ 3]

  0( v ) = min
w I V

0 ( w) , (9)

其中

  0( w) =
1
2Q8

D E( w)#E( w)d 8 - Q8
f#wd 8 - Q#

t

t#wd ## (10)

有限元离散后的问题( 9)变为如下数学规划问题

  min
u I U

P( u) , (11)

上式中

  P( u) =
1
2
u
T
Ku - p

T
u, U = u I R

n
| Au- g [ 0 , (12)
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图 1  接触面之间的法向相对

位移和切向相对位移

K I R
n@ n 为对称正定的刚度阵, p I R

n 是体力

和外力离散得到的力向量, A I R
nc @ n为运动变换

阵, nc 为可能接触节点数, g I R
nc 是可能接触点

与刚体之间的初始间隙# 

两弹性体接触问题同上面所提的弹性体同刚

体的接触问题的区别不是本质的, 只是约束条件

稍微复杂一些, 最后的表达形式完全一样# 如图

1所示两二维弹性体 81 和 82 的接触, 边界分别

为 5 ( x ) = 0和 7 ( x ) = 0# 接触点对 i_ic之间的

法向相对位移为

d i = ( u
ic
- u

i
) sinH

i
- ( v

ic
- v

i
) cosH

i# 

我们假设有 nc 个这样的点对, 令 d = ( d 1, ,,

dnc )
T
表示法向相对位移, g = ( g1, ,, gnc)

T
表示

初始间隙向量# 相对位移 d i 同u 的关系为

  di = aiu,

则非穿透条件 d [ g 为

  Au - g [ 0, (13)

其中 A = ( a
T
1 , ,, a

T
nc )

T
为运动变换阵,我们发现(13) 式同(12) 式的约束是完全一样的# 

2  拟有效集方法

211  对偶问题

问题( 11)的Lagrange对偶问题为

  max
K\0

min
u I R

n
L ( u, K) = P( u) + KT ( Au- g) , (14)

其中 KI R
nc
为Lagrange乘子,其力学意义为接触力向量,这里 K\0表示压力# 如果我们把

所有的约束 Au- g [ 0用其凸组合

  NT ( Au - g ) [ 0 (15)

来代替,相当于将所有的约束转化为一个约束,则有

  max
NI $, G> 0

min
u I R

n
L ( u, N, G) = P( u) + G N

T
( Au- g) , (16)

显然

  G= e
T K, N=

K
e
TK

,

其中 e = (1, ,, 1) I R
nc
, $ = N I R

nc
| e

TN= 1, N \ 0 , G为总接触力, 即对应于约束

(15) 的接触力# 显然,有下式成立

  G NT( Au- g) = 0; (17)

因为若 G= 0,则表示没有发生接触, 所以

  NT ( Au - g ) < 0; (18)

若 G> 0,则表示有接触发生

  NT ( Au - g ) = 0; (19)

因此有互补条件( 17)式成立# 对于上述两种情况, ( 18)式表示无接触发生,此时结构的解即为
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  u
0
= arg min

u I R
n
P( u) = K

- 1
p# (20)

下面,我们求解( 19)式成立情况下(有接触发生时)问题的解# 问题( 16)对于 u 的鞍点条

件为

  üL ( u, N, G) = Ku- p + GA
TN= 0# (21)

联立( 19)和( 21)式得

  u = K
- 1

(p - GA
T
N) , (22)

  G=
NT ( AK- 1

p - g)

N
T
AK

- 1
A

T
N

# (23)

带入问题( 16)得

  max
NI $, G> 0

s( N) =
1
2
G2NT AK- 1

A
TN- 1

2
p
T
K

- 1
p# (24)

这个问题即为原问题( 11)的对偶问题# 

212  对偶问题的解法

将问题( 24)的目标函数在 N
k
处线性化,则转化为如下的优化问题

  max
NI $, G> 0

�s ( N) = s ( Nk) + NT s̈( Nk)# (25)

由( 23)式可知,只要

  AK
- 1

p - g > 0, (26)

则一定有

  G> 0# 

由( 20)式可知, ( 26)式即为

  Au
0
- g > 0, (27)

表示无接触解 u
0 穿透了所有的约束# 在这种情况下问题(25) 变为如下的线性规划问题

  max
NI $
�s ( N) = s( N

k
) + N

T¨s( N
k
)# (28)

考虑问题( 28)的约束的特殊性,我们可以取

  N0 =
1
nc
e (29)

为迭代解的初值,反复求解问题( 28)直至收敛# 

213  拟有效集策略

如果( 27)式不成立,那么我们可以利用 u
0在全部约束 Au- g [ 0中来找到一组约束 A

0
u

- g
0 [ 0

0
,使得A

0
u
0
- g

0
> 0

0
,且 A

0是行满秩的# 我们把这组约束称为 u
0点的拟有效约束,

用QAS( u0
, A

0
, g

0
)这个记号表示这组不等式约束# 还要用到另一个记号是VIO( uk , Ak

, g
k
) ,

它表示违反 u
k
的所有约束,显然有QAS( u

k
, A

k
, g

k
) A VIO( u

k
, A

k
, g

k
)# 这样我们在求解问

题(11) 时可以在第一步求解一个如下的优化子问题

  min
u I U

0
P( u) , (30)

其中 U
0
= u I R

n
| A

0
u- g

0 [ 0 # 我们可以将这个问题转化为问题(28) 来求解,令得到

的解为 u
1
,下一步我们就是以 u

1
为起点寻求一个优化子问题并求得其解 u

2# 这就需要构造

一个以 u
1为无约束极小点(不存在接触时结构的解)的优化子问题, 这里贯穿于算法始终的思

想是以无约束极小点 u
k 为起点来求QAS( uk

, A
k
, g

k
)# 而在问题(30) 中 u

1 不是无约束极小

点, 因此必须利用下面的移点策略,即把原目标函数的无约束极小点 u
0移到 u

1
,整个目标函数
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也随之移动# 这样的新的目标函数就以 u
1为无约束极小点了# 新的目标函数为

  P1( u ) =
1
2
u
T
Ku - ( Ku

1
)
T
u, (31)

在此种情况下, 显然结构的刚度阵并未变化, 而结构所受的力发生了变化, 为 Ku
1
, 它使得结构

的解满足 U
0# 在 U

0除外的全部约束 U \ U
0 中找出QAS( u1

, A
1
, g

1
) ,则令相应的约束为 U

1

= u I R
n
| A

1
u- g

1 [ 0
1

,构造如下的优化子问题

  min
u I U

1
P1( u )# (32)

求得上述问题的解为 u
2
, 重复上述过程就得到了一个迭代点列 u

0
, u

1
, ,, u

k
, ,, 直到

QAS( uk , Ak
, g

k
) 为空集为止,则 u

k即为原问题(11) 的一个可行解# 从所有的约束中找出 u
k

的有效约束,即找出 Au
k
- g = 0,令 U = u I R

n
| Au - g [ 0 ,得到如下的优化子问题

  min
u I U

P( u)# (33)

求解得 u
k+ 1,如果满足问题( 11) 的全部约束,即VIO( uk+ 1

, A
k+ 1

, g
k+ 1

) 为空集,则该解就是问题

(11) 的最优解, 否则找出VIO( uk+ 1
, A

k+ 1
, g

k+ 1
) ,令

  D= min
i I VIO( u

k+ 1
, A

k+ 1
, g

k+ 1
)

g
k+ 1
i - ( a

k+ 1
i )

T
u
k

( a
k+ 1
i )

T
( u

k+ 1
- u

k
)
# (34)

那么

  u
*

= u
k
+ D( uk+ 1

- u
k
) (35)

是问题( 11)的最优解# 

一般的算法多是用有效集的策略, 每次仅能更新一个约束, 而对于拟有效集策略, 从上面

我们可以看到每次更新不止一个约束, 最多时可以是全部约束, 这显然提高了运算效率
[ 5]# 

3  一般的迭代格式

下面我们由 Lagrange函数来推导该算法的一般表达式,由( 21)式

  u = K
- 1
p - GK- 1

A
TN# 

注意到 u
0
= K

- 1
p ,同时我们在上面把算法第一步所得的结果称为 u

1
,可用下式来表达 u

1

图 2 流程图

  u
1
= u

0
- GK- 1

A
TN# 

同时也注意到 G, A, N是和u
0有关的,所以可

以把一般的迭代格式写为如下形式

  u
k+ 1

= u
k
- G

k
K

- 1
( A

k
)
T
N
k
, (36)

其中

  A
k a QAS( uk

, A
k
, g

k
) , (37)

  Nk = arg max
NI $

1
2

( NT ( Ak
K

- 1
p
k
- g

k
) )

2

N
T
A

k
K

- 1
( A

k
)
T
N

, (38)

  Gk =
NT( Ak

K
- 1
p
k
- g

k
)

NT Ak
K
- 1

( A
k
)
TN

# (39)

因此迭代就是求出 u
k
,遵循如图 2的过程# 

其中的( 38)就是将问题转化为问题( 28)来求解# 
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4  数 值算 例

例 1  对随机产生的二次规划问题[ 6]进行了计算,计算环境为 Pentium Ò微机# 表 1为用

Lemke方法和本文方法计算的结果,在多约束情况下本文算法优于 Lemke算法# 表中 n 为变

量数, m 为约束数, f P/ f L为本文算法计算得到的目标函数值同用 Lemke算法计算得到的目标

函数值的比值, 可证明本文算法的精度# 

  表 1 本文方法与 Lemke方法的比较

n m
Lemke 方法

CPU t ime t / s

本文方法

CPU t ime t / s
f P/ f L

10 5 01054 7 01109 4 11000 000 429

10 10 01109 4 01277 3 11000 000 339

10 20 01218 8 01492 2 01999 974 259

10 40 01500 0 01554 7 11000 000 028

20 10 01328 1 01382 8 11000 062 813

20 20 01718 8 01875 0 11000 144 523

20 40 11539 1 21085 9 11000 043 496

20 80 51164 1 11539 1 11000 020 437

50 25 31906 3 21367 2 11000 000 208

50 50 101273 4 131460 9 11000 021 058

50 100 261265 6 161531 2 11000 100 312

50 200 841671 9 311640 6 11000 013 100

例 2  这是一个悬臂梁同刚体无摩擦接触的问题# 假设这是个平面应力问题, 下图 3中

是有关的几何和载荷情况, 几何数据为: l = 50 cm, h = 5 cm;初始间隙为 g = 1 cm;载荷数据

为: q = 316 kN/ cm2
;材料常数为: E = 211 E+ 4 kN/ cm2

, M= 0129# 

    图 3  梁的单侧接触问题            图 4  梁的单侧接触问题的计算结果

从图 4的计算结果来看这种方法同ABAQUS计算结果[ 7]非常一致,图中 RN 为法向接触应

力# 

例 3  这是一个刚性销轴同弹性厚板的无摩擦接触问题# 载荷 q = 25 kN/ cm2作用在板
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的右侧# 结构的几何及载荷沿着过销轴中心的水平线对称, 如图5所示# 假设弹性板处于平

面应变状态# 材料数据如下: E = 1 000 kN/ cm
2
, M= 013# 几何数据见图示, E= 012 cm# 图

5共划分了 225个 4节点等参单元, 257个节点,在0 [ H [ p / 2所对应的圆弧上共设置了12个

可能接触节点# 计算结果见图6,图中绘出了法向接触应力及接触区域, 这个结果同文献[ 7]

所得的结果非常近似# 

    图 5 轴销接触结构图              图 6  销轴接触问题的计算结果

5  结 束语

接触问题的试验_误差解法具有力学意义直观和使用方便等特点,它是先假设某些接触点

对的接触状态, 如分离、滑动、贴合等,通过计算看其它的接触点对是否符合力学意义, 如果不

符则继续更换接触点对的接触状态直到满足要求为止# 这种方法仅能解决较小的问题, 对于

接触点对较多的问题收敛性难以保证# 而直接法则是将无摩擦性接触问题转化为数学极值问

题,对这个极值问题的不同解法效率是不同的,力学意义也不一样# 拟有效集算法的力学意义

十分明显,一个显然的优点是每次更换一组而不是一般算法中每次仅更换一个点对# 拟有效

集的另外一个优点就是它是以结构在无障碍的情况下受力后的平衡态的解为其初始解, 通过

这个解可确定下一次迭代的一组(不止一个)接触点对# 因而,极大地提高了算法效率# 
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Unilateral Contact Problems Using Quasi_Active

Set Strategy

XUAN Zhao_cheng1,  LI Xing_si2

( 11School of Mechanical Engin eer in g , Dalian Univ er sity of

Techn ology , Da lian 116024, P R China ;

21Resear ch In stitute of Engineerin g Mechanics , Da lian Univer sity of

Techn ology , Da lian 116024, P R China )

Abstract: The unilateral contact problem can be formulated as a mathematical programming with in-

equality constraints. To resolve the difficulty in dealing with inequality constraints, a quasi_active set

strategy algorithm was presented. At each iteration, it transforms the problem into one without con-

tact in terms of the solution obtained in last iteration and initiates the current iteration using the solu-

tion of the transformed problem, and updates a group of contact pairs compared with Lemke algorithm

that uqdates only one pair of contact points. The present algorithm greatly enhances the efficiency and

numerical examples demonstrate the effectiveness and robustness of the proposed algorithm.

Key words: unilateral contact; mathematical programming; quasi_active set
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