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摘要 :  给出定常的 Navier_Stokes方程的一种非线性 Galerkin/ Petrov 最小二乘混合元法, 该方法是

将余量形式的Petrov最小二乘方法与非线性Galerkin 混合元结合起来, 使得速度和压力的混合元空

间无需满足离散的 BabuÍka_Brezzi稳定性条件, 从而使得它们的有限元空间可以任意选择# 并证明

该方法的解的存在唯一性和收敛性# 
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引   言

非线性Galerkin方法是一种求解具有耗散项的偏微分方程的近似解的多重水平方法# 该

方法原先主要是由 Foias_Manley_Temam[ 1] , Marion_Temam[ 2] , Foias_Jolly_Kevrekidis_Titi[ 3] , Devulder_

Marion_Titi
[ 4]
在 Fourier普离散化时提出的# 关于非线性 Galerkin 方法的有限元逼近是Marion_

Temam[ 5]和Marion_Xu[ 6]首先提出的# Ait Ou Ammi_Marion[ 7]将非线性 Galerkin 方法应用于混合

元法中,用来处理非定常的 Navier_Stokes 问题# 李开泰等人[ 8]
又将此方法用于处理加罚的

Navier_Stokes方程# 罗振东等[ 9~ 10]中又将非线性 Galerkin混合元法推广应用于非定常的热传

导_对流问题的半离散和全离散化格式, 又提出了定常的Navier_Stokes非线性 Galerkin 混合元

法及其后验估计# 

对于解定常的 Navier_Stokes方程的混合有限元法, 一个重要的收敛稳定性条件是有限元

空间之间的组合必须满足 BabuÍka_Brezzi不等式[ 11~ 12] # 为了摆脱这种约束, 所谓的 CBB方

法[ 13]和稳定的有限元方法[ 14~ 17]已经受 SD(或 SUPG)方法[ 18~ 19]的启发而产生# 非定常的

Navier_Stokes方程的一种稳定的 SD方法
[ 20]
和带有余量的 Galerkin/ Petrov 最小二乘法

[ 21~ 22]
也
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由此产生# 

本文的目的是将非线性 Galerkin混合元法与 Galerkin/ Petrov 最小二乘法结合起来(我们称

其为非线性 Galerkin/ Petrov最小二乘混合元法)应用于处理定常的 Navier_Stokes方程# 本文的

安排如下:第1节重述定常的Navier_Stokes方程的通常的Galerkin/ Petrov最小二乘有限元法;第

2节给出非线性Galerkin/ Petrov 最小二乘混合元法# 第 3节导出关于剖分参数 h和H 的收敛性

和误差估计# 我们的主要结果为:

  +u - u
h +H

1
( 8) + h +p - p

h +H
1
( 8) [ C( h

l
+ h

k+ 1
+ H

l+ 1
+ H

k+ 2
) , (1)

其中 ( u , p ) 是精确解, ( u
h

, p
h

) 是非线性Galerkin/ Patrov最小二乘混合元解, l和k \1是正整

数# 

1  通常的 Galerkin/ Petrov最小二乘混合元法

设 8 < R
2 是边界为 5 8 的有界凸区域# 考虑下面定常的 Nav ier_Stokes方程:

问题 Ñ  求 u = ( u1, u2) , p 满足

  

- M$u + u # ü + p̈ = f   (在 8 中) ,

divu = 0   (在 8 中) ,

u = 0   (在 5 8 上) ,

(2)

其中 u 表示速度向量, p 表示压力, f = (f 1, f 2) 表示体力, M为 Reynolds数的倒数,是常数# 

本文用到的 Sobolev 空间及其范数和内积是标准的# 为了引进变分形式, 引进记号 X =

H
1
0( 8 )

2
, M = L 0( 8 ) = q I L

2
( 8) ;Q8

qdx = 0 且 X̂ = X @ M# 文中使用的 C表示与网格

参数 h 和H 无关,但可能与 8、Reynolds和文中的其他参数有关的正的常数,不同的出现可能

不等# 

问题 Ñ的变分形式可写为:

问题 Ñ*  求 û = ( u, p ) I X̂ 满足

  a( u, v) + a1( u; u , v ) - b( p , v) + b( q , u) = (f , u)  P( v, q ) I X̂ , (3)

其中

  a( u, v) = MQ8
ü # v̈ dx ,  b ( q, v) = Q8

qdivv dx ,

  a1( u; v , w ) =
1
2Q8

E
2

i , j = 1
ui
5vj

5xi
w j - ui

5w j

5x i
vj dx   ( u , v , w I X )# 

对于 a1(#; #, #) , ( Pu , v , w I X ) ,有下列性质(参见[ 7 ~ 9, 11 ~ 12] ) :

  

a1( u; v , w ) = - a1( u; w , v) ;  a( u; v, v) = 0;

| a1( u ; v , w ) | [ C+ u +1/ 2
0 | u |

1/ 2
1 ( | v |

1/ 2
1 +v +1/ 2

0 | w | 1 +

       | v | 1 +w +1/ 2
0 | w |

1/ 2
1 ) ;

| a1( u ; v , w ) | [ C | u | 1( | v | 1 +v +0 +w +0 | w | 1)
1/ 2

+

       C | v | 1( +u +0 | u | 1 +w +0 | w | 1)
1/ 2

,

(4)

其中 C 是与u、v 和w 无关的常数# 定义

  N = sup
u, v , w I X

a1( u; v , w )

| u | 1#| v | 1 #| w | 1
;  +f +* = sup

v I X

(f , v )
| v | 1

# (5)

从[ 11~ 12]我们有下面的结果# 
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定理 111  如果 f I H
- 1

( 8)
2
,那么问题 Ñ* 至少存在一个解, 如果又有 M- 2

N +f +* <

1, 则解是唯一的# 

令 Jh 为 �8 的拟一 致三 角形 剖分 ( 参见 [ 23 ~ 24] ) , 其 中下 标的 h =

max
K I J

h

hK ; hK = diam( K ) ,即存在一个与 h 无关的常数C 使得h [ ChK, PK I Jh# 

分别引进 X 和M 的有限元空间Xh 和Mh 如下:

  Xh = v I X ; v | K I P l ( K )
2
, PK I Jh ,

  Mh = q I M H H
1
( 8) ; q | K I Pk ( K ) , PK I Jh ,

其中 l 和k \1是整数, Pm ( K ) 表示次数 [ m 的分片多项式空间# 记 X̂h = X h @ Mh# 那么,

[ 22] 中提出的 Galerkin/Petrov最小二乘有限元格式为:

问题 Ih  求 ûh = ( uh, ph ) I X̂ h 满足

  a( uh, v) + a1( uh ; uh , v ) - b ( ph , v) + b ( q, uh) +

      E
K I J

h

DK (- M$uh + uh # üh + p̈h , - M$v + uh # v̈ + q̈ ) K =

      ( f , v ) + E
K I J

h

DK ( f , - M$v + uh # v̈ + q̈) K   ( P v̂ I X̂ h) , (6)

其中 DK = Ah2
K , A> 0是任意常数, v̂ = ( v, q )# 

从文献[ 22]可得出下面的结论# 

定理 112  如果 f I L
2
( 8 )

2且M- 2
N +f +* < 1, 那么存在一个常数 h0 > 0使得对于所有

的 h [ h0,问题 Ih 存在唯一的解 ûh = ( uh , ph ) I X̂ h ,并满足

[ M| uh |
2
1 + +D1/ 2

(- M$uh + uh # ¨uh + p̈ h) +2
0, h]

1/ 2 [

    [ M- 1+f +2
* + +D1/ 2

f +2
0]

1/ 2
, (7)

| u - uh | s + h | p - p h | s [ C( h
l+ 1- s

+ h
k+ 2- s

)   ( s = 0, 1) , (8)

其中 + # +2
0, h = E

K I J
h

+ # +2
0, K、û = ( u, p ) I [ W

1, ]
0 ( 8 ) H H

l+ 1
( 8) ]

2 @ H
k+ 1

( 8 ) 是问题 Ñ

的精确解,而 C 是与 +u +1, ] 、| u | l+ 1和 | p | k+ 1 有关的常数# 

2  非线性 Galerkin/ Petrov最小二乘混合元格式及解的存在性

设 h和H ( H m h > 0) 是两个趋于 0参数# 考虑有限元空间 X h、XH、XH < X h 和Mh,前

三个空间的关系如下

  Xh = XH + X
H
h ,  XH = RHX h,  X

H
h = ( I - RH ) X h, (9)

其中 RH 是从X 到XH 的Ritz正交算子,即对于所有的 v I X 满足

  ( (̈ v - RHv ) , v̈H ) = 0   ( PvH I XH ) , (10)

X h 和Mh 是对应于网格尺寸为h的细网格有限元空间, 而XH 是对应于网格尺寸为H 的粗网格

有限元空间# 记

  X̂H = XH @ Mh ;  X̂
H
h = X

H
h @ Mh# 

下面关于空间 XH、X
H
h 和算子RH 的性质将是经常被使用,这些性质可由(10) 和对偶原理导出

(可参见[ 23 ~ 24] )# 

引理 211  空间 XH , X
H
h 和算子RH 满足, Pv I H

l
( 8 )

2 H X ,

  | v - RHv | s [ CH
l- s

| v | l   ( s = 0, 1; s [ l [ m + 1) ; (11)
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  | RHv | 1 [ | v | 1   ( Pv I X ) ;  + V +0 [ CH | V | 1   ( P V I X
H
h ) ; (12)

  ( ¨<, V̈) = 0,  | < |
2
1 + | V |

2
1 = | <+ V |

2
1   ( P < I XH ; V I X

H
h )# (13)

现在引入非线性 Galerkin/ Petrov最小二乘混合元格式:

问题 I
h  求 u

h
= u

H
+ w

h 使得u
h I Xh , u

H I XH , w
h I X

H
h 而且p

h I Mh 满足

a ( u
H

, <) + a1( u
H

+ w
h
; u

H
, <) + a1( u

H
; w

h
, <) - b( p

h
, <) + b( q , u

H
) +

    E
K I J

h

DK (- M$u
h

+ u
H # ü

H
+ p̈

h
, - M$( <+ V ) + u

H # <̈+ q̈ ) K =

    E
K I J

h

DK (f , - M$( <+ V ) + u
H # <̈+ q̈ ) K + (f , <)  ( P< I XH , q I Mh ) ; (14)

a ( w
h

, V ) + a1( u
H

; u
H

, V ) - b ( p
h
, V ) + b ( q, w

h
) = ( f , V )  ( P V I X

H
h , q I Mh) ,

(15)

即求 û
H

= ( u
H

, p
h

) I X̂H , ŵ
h

= ( w
h
, p

h
) I X̂

H
h 满足

  �BD( u
H

, u
H

; û
H

, <
^

) + a1( w
h
; u

H
, <) + a1( u

H
; w

h
, <) =

      �L D( u
H

; <
^

) , P <
^

= ( <, q) I X̂H ; (16)

  �B ( u
H

, u
H

; ŵ
h
, V̂ ) = (f , V ) ,  P V̂ = ( V , q ) I X̂

H
h , (17)

其中 DK = Ah2
K、hK = diam( K ) , K I Jh; D| K = DK , K I Jh ,而且

�BD( #, #; #, #)、�B ( #, #; #, #) 和 �LD( #; #) 分别定义如下:

  Pu, u
H I XH , v̂ = ( v, q ) , ŵ = ( w , r ) I X̂H , Ĝ= ( G, r ) , V̂ = ( V , q) I X̂

H
h ,

�BD( u, u
H

; v̂ , ŵ ) = a( v , w ) + a1( u; v, w) - b( q , w ) + b ( r, v ) +

  E
K I J

h

DK (- M$( v + V ) + u # v̈ + q̈ , - M$( w + G) + u
H # ẅ + r̈ ) K ,

�L D( u
H

; ŵ ) = ( f , w ) + E
K I J

h

DK ( f , - M$( w + G) + u
H # ẅ + r̈ ) K ,

�B ( u, v; V̂ , Ĝ) = a( V , G) + a1( u ; v , G) - b( q , G) + b ( r , V )# 

(18)

用类似于[ 22]中的定理 312和 313的证明技巧可证得下一结果# 

定理 212  如果 f I L
2
( 8 )

2满足NM- 2 +f +* < 1,那么存在一个常数H
* 使得对于所有

的H [ H
*

,问题 Ih 存在唯一的解 û
h

= ( u
H

+ w
h

, p
h

) I X̂ h 满足:

[ | u
h

|
2
1 + M- 1+D1/ 2

(- M$u
h

+ u
H # ü

H
+ p̈

h
) +2

0, h ]
1/ 2 [ R , (19)

其中 + # +0, h = ( E
K I J

h

+ # +2
0, K )

1/ 2
、R = M

- 1 +f +* + M
- 1/ 2 +D

1/ 2
f +0# 

3  非线性 Galerkin/ Petrov最小二乘混合元法的收敛性

本节将证明非线性Galerkin/ Petrov 最小二乘混合元法的收敛性, 并导出关于参数 H和h ( h

n H ) 的误差估计# 

定理 311  在定理 212的条件下,问题 Ih的解序列 û
h

( H m h > 0)存在一个子列强收敛

于问题 I的解 û, 即

lim
H y 0

+
( | u - u

h
| 1 + h | p - p

h
| 1) = 0# (20)

证明  定理212表明问题 I
h
的解 û

h
关于h和H 是一致有界,即存在一个不依赖于 h、H

和 û
h 的常数C 使得
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( M| u
h

|
2
1 + E

K I J
h

DK + - M$u
h

+ u
H # ¨u

H
+ p̈

h +2
0, K )

1/ 2 [ C# (21)

利用逆不等式可得

| u
h

| 1 + +p
h +0 [ C , (22)

这就意味着 û
h 在X @ M 中存在一个弱收敛的子列,不妨仍记为 û

h
,并记其极限为 û ,再用

�Ph
= ( Ph

, Ph ) = ( PH + P*h , Ph ) : ( X H H
2
( 8)

2
) @ ( M H H

1
( 8) ) y ( XH + X

H
h ) @ Mh表示通

常的 L
2投影算子(参考[ 23 ~ 24] )# 注意到,当 H y 0时, 有 h y 0, X

H
h y (0, 0) , w

h y

(0, 0) ,从而在(16) 和(17) 中取 <
^

= �Ph
v̂ = ( PHv + P*h v, Phq ) 可得

a ( u, v ) + a1( u; u, v) - b ( p , v ) + b( q , u) = ( f , v) + lim
H y 0

+
FH , (23)

其中

FH = E
K I J

h

DK ( f + M$u
h

- u
H # ü

H
- p̈

h
,

    - M$( P
h
v) + u

H # ¨PHv + ¨Phq) K# (24)

利用( 21)、Cauchy不等式、逆不等式和 L
2投影的性质(参见[ 23 ~ 24] ) 可有

| FH | [ E
K I J

h

DK +f +0, K # + - M$Ph
v + u

H # ¨PHv + ¨Phq +0, K +

    E
K I J

h

DK + - M$P
h
v + u

H # ¨PHv + ¨Phq +0, K @

    +M$u
h

- u
H # ü

H
- p̈

h +0, K [ C (f , v̂ ) H
1/ 2

, (25)

其中 C( f , v̂ ) 表示只依赖于 f 和v̂ 而不依赖于H 和h的常数,这就意味着 lim
H y 0

+
FH = 0# 这样,

由(23) 可得

a ( u, v ) + a1( u; u, v) - b ( p , v ) + b( q , u) = ( f , v) ,

( P( v , q) I ( X H H
2
( 8)

2
) @ ( M H H

1
( 8) ) )# (26)

由于 ( X H H
2
( 8)

2
) @ ( M H H

1
( 8) ) 是在 X @ M 中稠密的, 从而得

a ( u, v ) + a1( u; u, v) - b ( p , v ) + b( q , u) = ( f , v)   ( P( v, q ) I X @ M ) , (27)

即 û = ( u , p ) 是问题(3) 的一个弱解# 

接下来证明( 20) # 注意到, 如果 f I L
2
( 8)

2
, 那么问题 (3) 的解 û = ( u, p ) I ( X H

H
2
( 8 )

2
) @ ( M H H

1
( 8 ) ) 而且满足 a( u , u) = (f , u)# 由于

M| u
h

- P
h
u |

2
1 + +D

1/ 2
(̈ p

k
- Php ) +2

0 = a( u
h
, u

h
) + E

K I J
h

DK ( p̈
h
, p̈

h
) K -

    a( 2u
h

- Ph
u, Ph

u) - E
K I J

h

DK ( (̈2p
h

- Php ) , ¨Php ) K , (28)

从而在( 16) ~ ( 17)中取 < = u
H

, V = w
h

, q = p
h
可得

a ( u
h
, u

h
) = ( f , u

h
) + F

*
H , (29)

其中

F
*
H = E

K I J
h

DK (f + M$u
h

- u
H # ü

H
- p̈

h
, - M$u

h
+ u

H # ¨u
H

+ p̈
h
) K =

    - E
K I J

h

DK ( p̈
h

, p̈
h
) K + E

K I J
h

DK( f + M$u
h

- u
H # ü

H
, p̈

h
) K +

    E
K I J

h

DK (f + M$u
h

- u
H # ¨u

H
- p̈

h
, - M$u

h
+ u

H # ü
H

) K# 
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这样,可得

M| u
h

- Ph
u |

2
1 + +D1/ 2

(̈ p
h

- Php ) +2
0 = (f , u

h
) - a(2u

h
- Ph

u, Ph
u) + F

*
1 , (30)

其中

F
*
1 = - E

K I J
h

DK ( (̈2p
h

- Php ) , ¨Php ) K +

    E
K I J

h

DK (f + M$u
h

- u
H # ¨u

H
, p̈

h
) K +

    E
K I J

h

DK (f + M$u
h

- u
H # ¨u

H
- p̈

h
, - M$u

h
+ u

H # ü
H

) K# (31)

与估计 FH 同理可得

| F
*
1 | [ CH

1/ 2# (32)

这样,可得

lim
H y 0

+
( | u - u

h
| 1 + h | p - p

h
| 1) [ lim

H y 0
+

( | u - Ph
u |

2
1 + h

2
| p - Php |

2
1)

1/ 2
+

    C l im
H y 0

+
( M| u

h
- Ph

u |
2
1 + +D1/ 2

(̈ p
h

- Php ) +2
0, h )

1/ 2
=

    [ (f , u) - a( u , u) ]
1/ 2

= 0# (33)

定理 311证毕# 

定理 312  在定理 212 的条件下, 如果问题 ( 3) 的精确解 û = ( u, p ) I (H
1
0( 8 ) H

H
l+ 1

( 8 ) )
2 @ H

k+ 1
( 8) ,那么存在一个正常数 h

* 使得对于 h n H [ h
* 都有

| uh - u
h

| 1 + h | ph - p
h

| 1 [ C( h
l
+ h

k+ 1
+ H

l+ 1
+ H

k+ 1
) , (34)

其中 ( uh, p h) 是问题 Ih 的解、( u
h
, p

h
) 是问题 Ih 的解、l \ 1和 k \ 1是两个整数# 

证明  定理 312的证明将分为下面两步完成:

a) 预备知识

对于问题 Ih 的解uh, 设

uh = uH + wh  满足  uH = PHuh ,  wh = ( I - PH ) uh, (35)

并记

e = uH - u
H

,  E = wh - w
h

,  S= ph - p
h# (36)

引理 313  在定理312的条件下,对于问题 Ih 的解uh ,有 w h = ( I - PH ) uh 满足

+wh +0 + H | wh | 1 [ C (H
l+ 1

+ H
k+ 2

)# (37)

证明  将 wh 分解为

wh = ( I - PH ) uh = ( I - PH ) u + ( I - PH ) ( uh - u ) , (38)

则由定理 112和引理 211可得
+wh +0 + H | wh | 1 [ CH | wh | 1 [ CH ( | u - PHu | 1 + | u - uh | 1) [

    C [H
l+ 1

+ H ( h
l

+ h
k+ 1

) ] [ C( H
l+ 1

+ H
k+ 2

)# 

考虑按下面公式定义的离散Laplace算子 A h I L( X h, X h) :

( Ahv , w ) = a( v, w )   ( Pv, w I X h)# (39)

那么,对于问题 Ih 的解uh 和 Pvh, wh I Xh ,有下列估计成立(参见[ 7, 11 ~ 12] ) :

| a1( vh ; uh , wh ) | + | a1( uh ; vh, wh) | [ | uh |
1/ 2
1 +A huh +1/ 2

0 +v +0 | w h | 1, (40)

+A huh +0 [ C +f +0# (41)

b) 定理 312的证明
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设 ê = ( e, S) 和 Ê = ( E , S)# 一方面,有

�BD( u
H

, u
H

; ê , ê ) + �B( u
H

, e ; Ê , Ê ) + a1( u
H

; E, e) =

    M( | e |
2
1 + | E |

2
1) + +D1/ 2

(- M$( e + E) + u
H # ë + ¨S) +2

0, h, (42)

另一方面,由( 18)、( 13)和( 2) ~ ( 3)有

�BD( u
H

, u
H

; ê , ê ) + �B( u
H

, e ; Ê , Ê ) + a1( u
H

; E, e) =

    �BD( u
H

, u
H

; ûH , ê ) - �B D( u
H

, u
H

; û
H

, ê ) + �B ( u
H

, e ; ŵ h, Ê) -

    �B ( u
H

, e ; ŵ
h

, Ê ) + a1( u
H

; E , e) =

    a( uH , e) + a1( u
H

; uH , e) - b( p h, e + E ) + b( S, uh ) + a( wh, E) +

    E
K I J

h

DK (- M$uh + u
H # üH + p̈h , - M$( e + E ) + u

H # ¨e + S̈)K -

    E
K I J

h

DK (f , - M$( e + E ) + u
H # ¨e + S̈)K - ( f , e) - ( f , E) +

    a1( u
H

; u
H

, E) + a1( u
H

; E, e) + a1( w
h
; u

H
, e) + a1( u

H
; w

h
, e) =

    [ a( uh - u, e + E ) + b ( p - ph , e + E ) + a1( uh - u ; u, e + E ) +

    a1( uh ; uh - u, e + E) + b ( S, uh - u) ] + [ a1( u
h

; u
h

, e) - a1( w
h
; w

h
, e) +

    a1( u
H

; u
H

, E) - a1( uh; uh , e + E) + a1( u
H

; E, e) ] +

    [ E
K I J

h

DK (- M$( uh - u) + u
H # (̈ uh - u) + (̈ p h - p ) ,

    - M$( e + E) + u
H # ë + ¨S) K -

    E
K I J

h

DK ( u
H # ẅh, - M$( e + E) + u

H # ë + ¨S) K +

    E
K I J

h

DK ( ( u - uh + e + wh ) # ü , - M$( e + E ) + u
H # ¨e + S̈)K ] S

    I 1 + I2 + I3# (43)

由定理111~ 112、212,以及逆不等式有
| b ( S, uh - u) | = | E

K I J
h

[ (- M$( e + E ) + u
H # ¨e, uh - u )K -

    (- M$( e + E ) + u
H # ë + ¨S, uh - u) K] | [

    C ( h
l
+ h

k+ 1
) [ | e | 1 + +D1/ 2

(- M$( e + E) + u
H # ë + ¨S) +0, h]# 

因此,有

| I1 | = | a( uh - u, e + E ) + b( p - p h, e + E) + a1( uh - u; u, e + E ) +

    a1( uh ; uh - u, e + E) + b ( S, uh - u) | [

    C ( h
l
+ h

k+ 1
) [ M| e + E |

2
1 + +D1/ 2

(- M$( e + E ) + u
H # ¨e + S̈) +2

0, h ]
1/ 2# 

(44)

再由引理 313、逆不等式和 Sobolev嵌入定理有

| I3 | [ C( h
l
+ h

k+ 1
+ H

l+ 1
+ H

k+ 2
+ H

1/ 2
| e | 1) @

    +D1/ 2
(- M$( e + E ) + u

H # ë + ¨S) +0, h# (45)

利用 a1(#; #, #) 的性质(4) 有

a1( u
h

; u
h

, e) - a1( w
h

; w
h

, e) + a1( u
H

; u
H

, E ) - a1( uh ; uh, e + E ) =

    a1( uh ; wh , E) + a1( e + E; uh, e) + a1( e + wh ; uh , E) -
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    a1( e; w h, E) - a1( E; wh, e) - a1( wh; wh, E ) + a1( wh; wh, e)# (46)

由( 40) ~ ( 41)以及引理 211、313和定理 112有
| a1( uh ; wh , E) | [ C | uh |

1/ 2
1 +A huh +1/ 2

0 +wh +0 | E | 1 [ C( H
l+ 1

+ H
k+ 2

) | E | 1, (47)

| a1( e; uh , e) | [ NR | e |
2
1, (48)

| a1( E; uh, e) | [ C | uh |
1/ 2
1 +A huh +1/ 2

0 +E +0 | e | 1 [ CH ( | E |
2
1 + | e |

2
1) , (49)

| a1( e; uh , E) | [ CH ( | E |
2
1 + | e |

2
1) , (50)

| a1( wh ; uh , E) | [ C( H
l+ 1

+ H
k+ 2

) | E | 1# (51)

其次,再利用( 4) ,只要 l \ 1和 k \0,可得

| a1( e; wh , E) | [ C[ | e | 1( | wh | 1 +wh +0 +E +0 | E | 1]
1/ 2

+

    | wh | 1( + e +0 | e | 1 +E +0 | E | 1)
1/ 2

] [ CH ( | E |
2
1 + | e |

2
1) , (52)

| a1( E; wh, e) | [ CH ( | E |
2
1 + | e |

2
1) , (53)

| a1( wh ; wh , E) | [ C( H
l+ 1

+ H
k+ 2

) | E | 1, (54)

| a1( wh ; wh , e) | [ C( H
l+ 1

+ H
k+ 2

) | e | 1# (55)

类似地,有

| a1( u
H

; E, e) | [ CH
1/ 2

( | e |
2
1 + | E |

2
1)# (56)

由( 46) ~ ( 56)可得

| I2 | [ ( NM
- 1 +f +* + CH

1/ 2
) ( | E |

2
1 + | e |

2
1) +

    C (H
l+ 1

+ H
k+ 2

) ( | E |
2
1 + | e |

2
1)

1/ 2# (57)

结合( 42) ~ ( 45)、( 57)可得

M( | E |
2
1 + | e |

2
1) (1- NM

- 2 +f +* - CH
1/ 2

) +

    1
2

+D1/ 2
(- M$( e + E) + u

H # ë + ¨S) +2
0, h [

    C ( h
l
+ h

k+ 1
+ H

l+ 1
+ H

k+ 2
) [ M( | E |

2
1 + | e |

2
1) +

    +D1/ 2
(- M$( e + E ) + u

H # ë + ¨S) +2
0, h ]

1/ 2# (58)

由于 NM- 2+f +* < 1,因此存在一个常数 X I ( 0, 1) 使得 NM- 2+f +* [ X < 1# 取 h
*

=

[ (1- X) / (2C ) ]
2
(其中 C 是( 58) 的左边所给定的) 使得对于所有的 H [ h

*
都有

[ M( | E |
2
1 + | e |

2
1) + +D

1/ 2
(- M$( e + E ) + u

H # ë + ¨S) +2
0, h]

1/ 2 [

    C ( h
l
+ h

k+ 1
+ H

l+ 1
+ H

k+ 2
) , (59)

利用逆不等式, 由上述即得( 34)# 定理 312证毕# 

结合定理 112和定理 312即得下面的结论# 

推论 314  在定理312的条件下,下面的估计成立:

| u - u
h

| 1 + h | p - p
h

| 1 [ C ( h
l

+ h
k+ 1

+ H
l+ 1

+ H
k+ 2

)# (60)

结论  若取 H = O(min h
l / ( l+ 1)

, h
( k+ 1) / ( k+ 2)

) , 则非线性 Galerkin/ Petrov 最小二乘混合

元解与 [ 22] 中的 Petrov 最小二乘混合元解具有同阶的精度; 反之, 如果取 h =

O(min H
( l+ 1) / l

; H
( k+ 2) / ( k+ 1)

) ,则非线性 Galerkin/ Petrov 最小二乘混合元法相对于网格尺寸

H 具有超收敛# 而(16) 的左边的 a1( w
h

; u
H

, <)、a1( u
H

; w
h

, <)、�BD( u
H

, u
H

; û
H

, <
^

) , 以及(16)

的右边的 �L D( u
H

; <
^

) 包含高阶因子 w
h 或 V , 在实际计算中可以省略 # 因此, 非线性

Galerkin/ Petrov最小二乘混合元法只需在粗网格空间 XH 中解与[ 22] 中的Petrov最小二乘混合
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元法相同形式的非线性方程组而在 Xh \ XH 空间解具有很少方程的线性方程组就能得到与

[ 22] 中的 Petrov最小二乘混合元法同样精度的近似解,因此, 利用非线性 Galerkin/ Petrov 最小

二乘混合元法比利用一般的 Petrov最小二乘混合元法更简便# 
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A Nonlinear Galerkin/ Petrov_Least Squares Mixed

Element Method for the Stationary

Navier_Stokes Equations

LUO Zhen_dong1, 2,  ZHU Jiang2,  WANG Hui_jun2

( 11Departm ent of Mathem atics , Capital Norm al Un iver sity , Beijin g 100037, P R China ;

21 ICCES , Inst itute of Atmospher ic Phy sics , Chinese Academ y of Scien ces ,

Beijin g 100029, P R China )

Abstract: A nonlinear Galerkin/ Petrov_least squares mixed element ( NGPLSME) method for the

stationary Navier_Stokes equations is presented and analyzed. The scheme is that Petrov_least squares

forms of residuals are added to the nonlinear Galerkin mixed element method so that it is stable for

any combination of discrete velocity and pressure spaces without requiring the BabuÍka_Brezzi stability

condition. The existence, uniqueness and convergence ( at optimal rate) of the NGPLSME solution is

proved in the case of sufficient viscosity ( or small data) .

Key words: Navier_Stokes equations; nonlinear Galerkin mixed element method; Petrov_least squares

method; error estimate
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