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摘要:  研究了 Skew_Hopf对的二重交叉积 D( X , A ) 的表示模,得到了 M 成为D( X , A ) 的表示模的

充要条件; D ( X , A ) _模与量子Yang_Baxter X_模、A_模之间的联系也被揭示出来# 
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1  引言与预备知识

量子Yang_Baxter方程(简记为QYBE)由著名物理学家杨振宁( Yang C N)提出,最早出现在

[1~ 2]中,它的产生有着深刻的物理背景,又在 Bethe Ansats方法、量子反散方法、可解格子

模、保守场论、量子群、低维拓扑( Braidings, link不变式)等等许多领域中有着重要的应用# 

但是, QYBE的求解是一个极其复杂的问题# Drinfeld在[ 3]中构造了一个有限维Hopf代数 H

的量子偶D(H ) , 它可以在其任意表示模上给出QYBE 一种形式的解; Majid在[ 4]中从纯数学

构造的角度给出二重交叉积的概念,它包含量子偶 D (H ) 作为一种特殊情况# 由于二重交叉

积的结构复杂,要求的相容性条件较多# 因此, 我们对能够存在二重交叉积的Hopf代数类所

知甚少# 文献[ 5]证明了对于具有某种特殊关系的Hopf代数对 ( X , A) ,文中称之为 Skew_Hopf

对,它们的二重交叉积 D(X , A) 存在,并且仍包含量子偶D(H ) 作为一种特殊情况# D (H ) 的

表示模不但在理论上占有很重要的地位,而且在许多物理量的计算中起到关键作用# 因此,

D(X , A )的表示模的讨论是一个很有意义的课题# 本文在[ 5]的基础上, 讨论D (X , A ) _模理

论,揭示了 D( X , A) 模与 X_模、A_模之间的关系,这些关系是一般的二重交叉积所没有的# 

设所讨论的内容限定在一个域 k上,假设读者熟悉基本的Hopf代数知识[ 6~ 7]# 

定义 1[ 8]  一对Hopf代数 ( X , A) 称为Hopf对,假如在X @ A 上存在一个非退化的双线性

形式3,4满足:

  3x , ab4= E
( x)

3x (1) , a43x ( 2) , b4, (1)
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  3x , 1A4 = E( x ) , (2)

  3xy , a4= E
( a)

3x , a (1)43y , a (2)4, (3)

  31A , a4= E( a ) , (4)

3SX ( x ) , a4= 3x , SA ( a)4, (5)

这里 x , y I X , a, b I A, SX 及SA 分别为X 及A 的 antipode# 

定义 2[ 5]  ( X , A) 称为 Skew_Hopf对,假如(2)、(3)、(4) 及下面的等式成立

  3x , ab4= E
( x)

3x (1) , b43x (2) , a4, (1)c

  3SX ( x ) , a4 = 3x , S- 1
A ( a)4, (5)c

设 ( X , A ) 是Skew_Hopf对, X 和A 分别有可逆的 antipode SX 和SA , 定义X 与A 的交叉作用

如下:

A ª X
/ _ 0

X , a _ x 由如下等式唯一确定:

  3a _ x , b4 = E
( a)

3x , S- 1
A ( a ( 2) ) ba (1)4, Pb I A , (6)

A ª X
/ c 0

A , a c x 由如下等式唯一确定:

  3y , a c x4 = E
( x)

3x (1) ySX ( x 2) , a4, Py I X# (7)

引理 1[ 5]  1) X 在作用/ _0之下是左A 模余代数,同时A 在作用/ c0之下是右X 模余代

数# 

2) 设 A 有可逆的 ant ipode SA , ( X , A) 是Skew_Hopf对, 那么在交叉作用/ _0及/ c0之下,

X 与A 的二重交叉积X ] A 一定存在, 记为D (X , A ) ,或简记为D. D的Hopf代数结构定义在集

合 X ª A 上,可以直接表达如下:

� a) D 的余代数结构与张量余代数X ª A 相一致:

  v ( x ª a) = E ( x (1) ª a ( 1) ) ª ( x ( 2) ª a (2) ) ,

  E( x ª a) = E( x ) E( a)# 

� b) 代数结构:

  ( x ª a) # ( y ª b) = E x ( a (1) _ y (1) ) ª ( a ( 2) c y (2) ) b , (8)

  (1X ª 1A ) 为 D 上的单位# 

� c) D 的 ant ipode SD 为:

  SD ( x ª a) = (1 ª SA ( a) ) # ( SX ( x ) ª 1) =

      E
( x) ( a )

( SA ( a (2) ) _ SX ( x ( 2) ) ) ª ( SA ( a ( 1) ) c SA ( x ( 1) ) )# 

2  主要结论

为了讨论 D (X , A ) 的表示模, 我们对 D(X , A) 的乘法作进一步描述# 

引理 2[ 5]  1) a _ x = E
( x )

3x ( 1) SX ( x (3) ) , a4x ( 2) , (9)

2) a c x = E
( a )

< x , S
- 1
A ( a (3) ) a (1) > a (2)# (10)

证  1) P b I A, 我们有:

  3a _ x , b4 = E
( a)

3x , S- 1
A ( a ( 2) ) ba (1)4=
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      E
( a) ( x )

3x ( 1) , a (1)43x ( 2) , b43x ( 3) , S
- 1
A ( a (2) )4 =

      E
( a) ( x )

3x ( 1) , a (1)43SX( x 3) , a243x ( 2) , b4=

      E
( x)

3x (1) SX ( x 3) , a43x (2) , b4=

      E
( x)

33x (1) SX ( x 3) , a4x (2) , b4,

3,4是非退化的, b I A 是任意的, (9) 得证# 

2) 同理可证# 

引理 3  D(X , A) 的乘法(9) 式可以更直接表达为

  ( x ª a) ( y ª b) = E x ( a (1) _ y (1) ) ª ( a (2) c y (2) ) b =

      E 3y (1) , a ( 1)43y (3) , S- 1
A ( a ( 3) )4xy ( 2) ª a (2) b =

      E 3y (1) , a ( 1)43SX ( y ( 3) ) , a ( 3)4xy (2) ª a ( 2) b# (11)

证明  ( x ª a) ( y ª b) = E x ( a (1) _ y (1) ) ª ( a ( 2) c y (2) ) b =

      E 3y (1) SX ( y ( 3) ) , a (1)4xy 2 ª 3y (4) , S- 1
A ( a ( 4) ) a (2)4a (3) b = (根据(8)、(9) 式)

      E 3y (1) SX ( y ( 3) ) , a (1)43y4, S
- 1
A ( a ( 4) ) a (2)4xy2 ª a (3) b = (根据(3) 式)

      E 3y (1), a (1) )43SX ( y (3) ) , a (2)43y (4) , S- 1
A ( a (5) ) a (3)4xy (2) ª a (4) b = (根据(5c)

式)

      E 3y (1), a (1)43y (3) , S- 1
A ( a (2) )43y (4) , S- 1

A ( a (5) ) a (3)4xy (2) ª a (4) b = (根据(1c)

式)

      E 3y (1) , a (1)43y ( 3) , S
- 1
A ( a (5) ) a (3) S

- 1
A ( a (2) )4xy (2) ª a ( 4) b = ( S

- 1
A 是

Skew_antipode)

      E 3y (1) , a ( 1)43y (3) , S- 1
A ( a ( 4) ) E( a ( 2) )4xy (2) ª a ( 3) b =

      E 3y (1) , a ( 1)43y (3) , S- 1
A ( a ( 4) )4xy ( 2) ª ( E( a2) a (3) ) b = ( E是余单位)

      E 3y (1) , a (1)43y 3, S
- 1
A ( a (3) )4xy (2) ª a (2) b = (根据(5c) 式)

      E 3y (1) , a ( 1)43SX ( y ( 3) ) , a ( 3)4xy (2) ª a ( 2) b

设 M 是D( X , A) _模, 根据标准的二重交叉积理论[ 4]
, 有两个单同态 i : X y D(X , A) ,

i ( y ) = y ª 1,及 j : A y D (X , A ) , j ( a) = 1 ª a# 这样可诱导 M 成为X_模及A_模

  y # m = ( y ª 1) # m,  a # m = (1 ª a) # m,

注意到  ( y ª 1) (1 ª a) = ( y ª a)

但是, (1 ª a) ( y ª 1) = E 3y (1) , a (1)43y (3) , S- 1
( a (3) )4( y ( 2) ª 1) (1 ª a ( 2) ) ,

因此, M 的X_模及A_模结构满足下列交换条件

  a # ( y # m) = E 3y (1) , a (1)43y (3) , S- 1
A ( a (3) )4y (2) # ( a ( 2) # m)# (12)

反之,如果 M 是X_模及A_模,而且两模结构满足交换条件(12) ,那么, 定义D(X , A) 在 M

上的作用:

  ( x ª a) # m = x # ( a # m) ,

M 可成为D (X , A ) _模, 事实上:
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  1D # m = (1x ª 1A ) = 1X # (1A # m) = m,

一方面: ( x ª a) [ ( y ª b) # m] = x # ( a # ( y # ( b # m) ) ) , (13)

另一方面

[ ( x ª a) ( y ª b) ] # m = E 3y (1) , a (1)43y (3) , S- 1
A ( a (3) )4( xy 2 ª a2 b) # m =

    E 3y (1) , a ( 1)43y (3) , S- 1
A ( a (3)4x # ( y 2 # ( a (2) # ( b # m) )# (14)

在( 12)式以 b # m 代m,即知(13)、(14) 两式是相等# 

总结上述结果, 得到

定理 1  M 是D(X , A) _模的充要条件是M 是X_模及A_模,而且两个模作用满足交换关

系式(12)# 

所谓(量子) Yang_Baxter H_模M(参考[ 9] ) 是一个左H_模及右H _余模,记模作用为 h#m,

余模作用为:

  QBM y M ª H ,  Q( m ) = E m
( 1) ª m

( 2)
,

两者满足下列相容性条件:

  E h (1) # m
(1) ª h (2) # m

(2)
= E ( h (2) # m)

( 1) ª ( h (2) # m)
(2)
h ( 1) , (15)

下面的定理描述了量子Yang_Baxter A_模与D(X , A) _模之间的关系# 

定理 2  如果 M 是一个量子Yang_Baxter A_模, 那么 M 可成为D(X , A) _模# 

证  设 (M , #, Q) 为量子Yang_Baxter A_模,由定理 1, 我们还需构造 M 的X_模结构且使

它与 A_模结构满足(12) 式# 

定义:  y # m = E
( m)

3y , m(2)4m (1)
, y I X , m I M (16)

这里 Q( m ) = E m
( 1) ª m

(2) I M ª A 是M 的右A_余模结构映射# 

易证: ( 16)定义了 M 成为X_模,且

  E 3y ( 1) , a (1)43y ( 3) , S
_1
A ( a ( 3) )4y (2) # ( a (2) # m) =

      E 3y (1) , a ( 1)43y (3) , S- 1
A ( a ( 3) )43y (2) , ( a (2) # m)

( 2)4( a (2) # m)
( 1)

=

      E 3y (2) , S- 1
A ( a ( 3) )43y (1) , ( a (2)m) (2) a (1)4( a (2) # m)

( 1)
= (由(15) 式)

      E 3y (2) , S- 1
A ( a ( 3) )43y (1) , a (2) m( 2)4a (1) # m

(1)
=

      E 3y , S- 1
A ( a (3) ) a (2) m

(2)4a (1) # m
(1)

=

      E 3y , m(2)4( Ea (2) ) a (1) ) m( 1)
=

      E 3y , m(2)4a # m
( 1)

= a # ( y # m)

( 12)式成立,由定理 1, M 是D(X , A) _模# 

类似地,我们有:

定理 3  如果 M 是量子Yang_Baxter  X_模,则 M 可以成为D(X , A ) _模# 

一般情况下, 定理 2~ 3的逆命题是否成立, 目前尚不知道# 这是一个很值得研究的问

题# 但在有限维情况下, 我们已经解决了这个问题# 

定理 4  设 M是D(X , A ) _模# 如果A 是有限维的,那么M可以成为量子Yang_Baxter A_

模# 

证  分三步进行# 
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1) 取 A 的基为 B1, B2, ,, Bn, 选择 X 中n 个元素A1, A2, ,, An 设得

  3Ai , Bj4 = Dij =
1    ( i = j ) ,

0    ( i X j )# 
(17)

可以证明下面等式:

  E
n

i= 1
E( Ai ) Bi = 1A ,  E

n

i= 1
E( Bi ) Ai = 1X , (18)

  x = E
n

j= 1

3x , Bj4Aj   ( Px I X ) , (19)

  a = E
n

j= 1
3Aj , a4Bj   ( P a I A )# (20)

2) M是D( X , A) _模,由定理1, M是左A_模和右X_模,而且模作用满足相容性条件(12)# 

为了将 M 作成量子 Yang_Baxter A_模,定义余作用 Q如下:

  Q: M y M ª A

  Q( m ) = E
( m)

m
( 1) ª m

(2)
= E

n

i= 1

Aim ª Bi (21)

现证 Q满足余单位性和余结合性# 

(1 ª E) Q( m) T E Aim E( Bi ) = ( E
n

i = 1

E( Bi ) Ai )m = 1X # m = m (根据(18) 式)

余单位性得证# 

  ( Q ª 1) Q( m) = E
n

i= 1

Q( Aim) ª Bi , (22)

  (1 ª v) Q( m) = E Aim ª v( Bi )# (23)

任取 f I M
*
, x , y I X

  3f ª x ª y , ( Q ª 1) Q( m )4 = E
n

i= 1

3f ª x , Q( Aim)43y , Bi4 =

      E
n

i, j= 1
f ( Aj ( Aim) )3x , Bj43y , Bi4=

      E
n

i= 1
f ( E

n

j= 1
3x , Bj4Aj ( Aim) )3y , Bi4= (根据(19) 式)

      E
n

i= 1

f ( x ( Aim) )3y , Bi4 =

      f ( x ( E
n

i= 1
3y , Bi4Ai )m ) = f ( x ( ym) ) = f ( ( xy ) # m) ,

3f ª x ª y , (1 ª v) Q( m)4= E
n

i = 1

f ( Aim) < x ª y , v ( Bi )4 = (根据(3) 式)

      E
n

i= 1
f ( Aim)3xy , Bi4 =

      f ( ( E
n

i= 1

3xy , Bi4Ai ) # m) =

      f ( ( xy ) # m)# 

f ª x ª y I M
* ª X ª Y 是任意的,线性形式3, 4是非退化的,故
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  ( Q ª 1) Q( m) = (1 ª v) Q( m)# 

余结合性得到证明# 

3) 模与余模的相容性条件( 15)# 

  E a (1) m
( 1) ª a ( 2) m

(2)
= E a (1) Aim ª a (2) Bi , (24)

  E ( a (2)m)
(1) ª ( a (2)m)

(2)
a ( 1) = E Ai ( a ( 2) m) ª Bia (1)# (25)

对任 x ,用 idM ª 3x , - 4作用于(24) 及(25) 式:

idM ª 3x , - 4( E
( a)

a (1)m
(1) ª a (2) m

( 2)
) = E 3x , a ( 2) Bi4a (1) ( Aim) =

    E 3x (2) , a ( 2)43x (1) , Bi4a ( 1) ( Aim) =

    E 3x (2) , a ( 2)4a (1) ( E
i

3x ( 1) , Bi4Ai # m) = (根据(19) 式)

    E 3x (2) , a ( 2)4a (1) ( x ( 1)m) = (根据(12) 式)

    E 3x (4) , a ( 4)43x (1) , a (1)43x (3), S- 1
A ( a (3) )4x (2) ( a (2) m) = (根据(1c)

    E 3x (3) , a ( 4) S
- 1
A ( a (3))43x (1) , a ( 1)4x ( 2) ( a (2)m) = ( S

- 1
A 是 Skew_ant ipode)

    E 3x (3) , 1A43x ( 1) , a (1)4x ( 2) ( E( a (3) ) a (2) m) =

    E 3x (1) , a ( 1)4E( x (3) ) x (2) ( a (2) m) = E 3x ( 1) , a (1)4x (2) ( a (2) m)# (26)

idM ª 3x , - 4( E ( a ( 2) m)
(1) ª ( a (2) m)

( 2)
a (1) ) =

    E 3x , Bia (1)4Ai ( a (2) m) = E 3x ( 1) , a ( 1)43x (2) , Bi4Ai ( a ( 2)m) =

    E 3x (1) , a ( 1)4( E
i

3x (2) , Bi4Ai ) ( a (2) m) =

    E 3x (1) , a ( 1)4x (2) ( a ( 2)m)# (27)

比较上述两等式即知: ( 24)和( 25)相等# 

综上所述, M 是量子Yang_Baxter A_模,证毕# 

类似地,有如下定理

定理 5  设 M 是D(X , A) , 如果 X 是有限维的, 那么 M 是量子 Yang_Baxter X_模# 

D(X , A ) _模理论是量子偶D(H ) _模理论的一种很自然的推广,但在一般的二重交叉积

A ] B 中,尚未见到类似于定理 1 ~ 5的结论# 

致谢:感谢审稿人的宝贵意见# 
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Modules Over Double Crossproducts of Skew_Hopf Pairs

PAN Qing_nian
1
,  HAO Zhi_feng

2

( 11Depar tment of Mathemat ics , Hu izhou Un iver sity , Huizhou , Gu angdong 516015, P R China ;

21Depar tm ent of Applied Ma them atics , South China Un iv er sity of Technology ,

Gu angzhou 510641, P R China )

Abstract: The purpose is to study modules of double crossproducts D( X, A ) of Skew_Hopf pairs

( X , A ) . A sufficient and necessary condition forM to be D( X , A ) _mod is shown. Relations between

D(X , A ) _mod and quantam Yang_Baxter A _mod or X _mod are revealed.

Key words: Skew_Hopf pair; double crossproduct; module; quantum Yang_Baxter module
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