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摘要: � 给出了弹性力学离散算子差分法的离散格式,并给出了该方法的几个板弯曲单元和平面

四边形单元, 通过对它们的考察, 分析了离散算子差分方法中的离散格式对单元位移函数的反映

能力�� 在离散算子差分方法中,无论单元位移函数是否协调,其位移函数均能在离散格式中得到

十分好的再现,说明了离散算子差分方法的离散格式是一种性能很优良的离散格式��
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引 � �言

文[ 1, 2]中提出了离散算子的概念,它试图把包括有限元法和差分法的计算统一在一个计

算框架内,从而寻求现有方法以外的可能更好的计算方法��李荣华教授等提出所谓�广义差分

法�[ 3, 4]也是在有限元之外作出了创新和发展��文[ 5]给出的板弯曲问题的求解方法, 其位移

函数可以是不连续的,并能得到很好的离散格式, 而且边界条件处理方便��因这种方法的思想

源自离散算子, 所以这里称之为离散算子差分法[ 6]��文[ 5]采用了更为一般的弹性力学方程弱

形式,从而将有限元法与离散算子差分法统一在了一个框架之下��

本文给出了板弯曲问题和平面问题中的几个单元,通过对它们的考察,分析了离散算子差

分法的离散格式对单元位移函数的反映能力��这里提到的位移函数不满足 C
0 和 C

1 条件,但

它们所对应的离散格式却能准确地再现它们,从而说明了离散算子差分法的离散格式性能良

好��离散算子差分法的这一特点也将有助于该方法的精度分析和单元函数的优化选取��

1 �离散算子差分法

弹性力学问题的平衡方程含以下内容:

� �
D

T
�+ F = 0� � ( �) ,

T = �T (� �) ,
(1)

其中 � � T = v�, (2)

D 为微分算子, �T 在给定力的边界上为给定力, 在给定位移的边界为未知反力,应力 �是位移
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u 的函数��

如果方程( 1)中的分布力 F为零,则平衡方程变为齐次的平衡方程��

平衡方程的弱形式可表达为:

� ����VT
( D

T
�+ F)d ��+ B = 0, (3)

其中 ��为 �的任意子域, 也是检验函数 V的作用区域, B 为边界附加项��

对方程( 3)中含应力的项分步积分:

� ����(- ( DV)
T �+ F)d ��+�S�VT

TdS + B = 0, (4)

方程中 S�是 ��的边界�� 当 ��靠近 �的边界S 时,上式的线积分项应分成两部分,并在边界

上采用边界参数,即应为如下形式:

� ��S�- S�� S
V

T
TdS +�S�� S

V
T �TdS�� (5)

为了能将各种情况的方程写成一个统一的形式, B 应为:

� � B = -�S�� S
V

T
( T- �T )dS, (6)

最终方程( 4)变为

� ����(- ( DV)
T �+ F)d ��+�S�- S�� S

V
T
TdS +�S�� S

V
T �TdS = 0�� (7)

在方程( 7)中取 V为位移的基函数则可导出有限元法�� 在离散算子差分法中,取方程(7)

中的 V为单位阵(对板弯曲问题则应取 1, x , y ) ,则方程变为:

� ����Fd��+�S�- S�� S
TdS +�S�� S

�T dS = 0�� (8)

应用此方程进行数值求解时,其区域 ��在三角形单元和四边形单元网格剖分中应为图 1和图

2中的阴影区域所示,其中 ��的边界S�通过各单元的形心和各边的中点��

图 1� 三角形网格中的 ��区域� � � � � 图 2 � 四边形网格中的 ��区域

方程( 8)即为离散算子差分法所采用的方程, 其物理意义非常明确, 即 ��区域的平衡条
件�� 在建立了单元的位移插值函数后, 根据几何方程和本构关系可表达出各应力, 把应力代

入方程(8) 中即可得到离散算子差分法的离散方程��

文[ 5]已说明,离散算子差分方法具有计算简单,边界条件处理方便等特点��文[ 4]已给出

了薄板弯曲问题的一个三角形单元和一个四边形单元,两个单元虽然都不协调,但表现出了良

好的性能和很高的计算精度��

以下给出了几个板弯曲问题和平面问题中的一些单元,并通过对它们的考察,分析了离散

算子差分法的离散格式对单元位移函数的反映能力��
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2 �板弯曲问题的离散算子差分法

2. 1 �板弯曲问题的离散格式

文[ 5]给出了板弯曲问题的离散算子差分方法的离散方程, 在求解区域内的任意一结点

P 处的离散方程:

� �

-�S�- S�� S
QndS -����qdxdy -�S�� S

�Qnds = 0,

�S�- S�� S
(- Qnx + Mnnx - Mnsny)dS -����qx dxdy +

� ��S�� S
(- �Qnx + �Mnnx - �Mnsny) = 0,

�S�- S�� S
(- Qny + Mnny + Mnsnx )dS -����qydxdy +

� ��S�� S
(- �Qny + �Mnny + �Mnsnx ) = 0,

(9)

其中 � � Qn = Qxnx + Qyny ,
Mnn

Mns

=
n

2
x n

2
y 2nxny

- nxny nxny n
2
x - n

2
y

Mxx

Myy

Mxy

, (10)

nx 与ny是边界外法线的方向余弦, �Qn、�Mns、�Mnn是边界上作用的外力,它们可能是边界上的给

定力或约束反力,各内力 Qx、Qy、Mxx、Mxy 和Myy 是由挠度的插值函数w 所表达的函数��

2. 2 �三角形板单元

2. 2. 1�三角形板单元1

在离散算子差分法的三角形板单元 1中, 取单元位移函数为:

图 3� 三角形单元网格

� � w = �1+ �2x + �3y + �4x
2
+ �5xy + �6y

2
+ �7x

3
+

�8y
3
+ �9( x

2
y + xy

2
)�� (11)

代入各结点的坐标, 可以应用各结点的位移参数表达出各待定常

数,从而可以得到单元上的位移插值函数��很明显,该位移函数仅 C
0

连续��

给出一随意剖分成三角形单元网格的方板(见图 3) ,各结点坐标

见表 1��
� � 表 1 � � 图 3中各结点的坐标

结点号 1 2 3 4 5 6 7 8

X 0�00 0�50 0�20 0�38 0�35 0�23 0�00 0�50

Y 0�00 0�00 0�18 0�20 0�35 0�37 0�50 0�50

当在方板的边界结点施加上位移函数( 11)所能表达的任意给定位移

� � w = - 0�17+ 0�02x + 0�04y + 0�05x
2
+ 0�08xy + 0�1y 2

+

0�2x 3
+ 0�18( x 2

y + xy
2
) + 0�22y 3

(12)

所对应的数值时,使用单元1计算出方板内部结点的各位移参数列于表 2中�� (在各算例中,

只列出了 3点和 4点的计算结果, 5点和 6点也有类似的结果)
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� � 表 2 三角板单元 1的计算结果

结� � 点 结� 点� 3 结� 点� 4

挠度或转角 w wx w y w wx wy

计算值 - 0�145 334 56 � 0�097 192 00 � 0�133 544 00 - 0�116 431 20 � 0�195 200 00 � 0�190 152 00

精确值 - 0�145 334 56 0�097 192 0�133 544 - 0�116 431 2 0�195 2 0�190 152

2. 2. 2�三角形板单元2

在离散算子差分法的三角形板单元 2中, 取单元位移函数为:

� � w = �1+ �2x + �3y + �4x
2
+ �5xy + �6y

2
+ �7x

3
+ �8y

3
+ �9x

2
y , (13)

该位移函数同样只 C
0连续��当在图3所示方板的边界结点施加上位移函数( 13)所能表达的

任意给定位移

� � w = - 0�17+ 0�02x + 0�04y + 0�05x 2
+ 0�08xy +

0�1y 2
+ 0�2x 3

+ 0�18x 2
y + 0�22y3

(14)

所对应的数值时,使用单元 2计算出方板内部结点的各位移参数列于表 3中��

� � 表 3 三角板单元 2的计算结果

结� � 点 结� 点� 3 结� 点� 4

挠度或转角 w wx w y w wx wy

计算值 - 0�146 500 96 � 0�091 360 00 � 0�120 584 00 - 0�119 167 20 � 0�188 000 00 � 0�162 792 00

精确值 - 0�146 500 96 0�091 36 0�120 584 - 0�119 167 2 0�188 00 0�162 792

2. 3 �四边形板单元

图 4 � 四边形网格

在离散算子差分法的四边形板单元中,设位移函数为:

w = �1+ �2x + �3y + �4x
2
+ �5xy + �6y

2
+ �7x

3
+

�8x
2
y + �9xy

2
+ �10y

3
+ �11xy

3
+ �12x

3
y , (15)

代入 4个结点的挠度和转角值后,可以应用各结点的位移参数表达出

12个待定参数��显而易见该位移函数不具有 C
0
和 C

1
连续性��

把方板随意划分成四边形网格,各结点的坐标见表 1��在方板的

边界结点施加上位移函数( 15)所能表达的任意给定位移

w = - 0�17 + 0�02x + 0�04y + 0�05x 2
+ 0�08xy + 0�1y 2

+ 0�2x 3
+

0�18x 2
y + 0�14xy 2

+ 0�22y 3
+ 0�11x 3

y - 0�13xy3
(16)

所对应的数值时,使用四边形单元计算出的方板内部结点的位移参数列于表 4中��

� � 表 4 四边形板单元的计算结果

结� � 点 结� 点� 3 结� 点� 4

挠度或转角 w wx w y w wx wy

计算值 - 0�145 586 99 � 0�097 513 84 � 0�129 016 80 - 0�116 227 22 � 0�202 090 40 � 0�184 179 92

精确值 - 0�145 586 99 0�097 513 84 0�129 016 8 - 0�116 227 22 0�202 090 4 0�184 179 92

在以上关于两个三角形和一个四边形板单元的计算结果中可以看出, 单元位移函数在离
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散算子差分法的各单元中能够得到准确的再现��

3 �平面问题四边形单元

3. 1 �平面问题的离散格式
在平面问题中, 由方程( 8)可以得到离散算子差分法采用的方程为:

� �
�S�- S�� S

T xdS +����X dxdy +�S�� S
�

�T xdS +�S�� S
u

�T xdS = 0,

�S�- S�� S
T ydS +����Ydx dy +�S�� S

�

�T y dS +�S�� S
u

�T ydS = 0,

(17)

其中 �Tx、�T y 为给定力的边界S�上的给定力在两个坐标轴方向的分量, �T x、�T y 为给定位移的边

界Su 上的反力在两个坐标轴方向的分量��T x、Ty 可用应力表达如下:

� � Tx = nx �x + ny�xy , Ty = nx�xy + ny �y�� (18)

方程( 17)即为离散算子差分法实际计算时所应采用的��很明显,方程( 17)反映了子域 ��

的平衡��

3. 2 �平面四边形单元

3. 2. 1�平面四边形单元 1

在离散算子差分法的四边形单元 1中,设位移函数为:

� � u = a1+ a2x + a3y + a4xy , v = a5+ a6x + a7y + a8xy , (19)

代入各结点的坐标后,可以应用各结点的位移参数表达出各待定常数��很明显,该位移函数是

非协调的��

在图 4的网格中,给边界结点施加上任意给定线性位移

� � u = 0�02 + 0�04x + 0�05y , v = 0�08+ 0�1x + 0�2y (20)

所对应的数值时,使用此四边形单元1计算出的各内部结点的位移参数列于表 5中��

�表 5 平面四边形单元 1的计算结果

结� 点 3 4 5 6

位移 u v u v u v u v

计算值 0�037 000 0�136 000 0�045 200 0�158 000 0�051 500 0�185 000 0�047 700 0�177 000

精确值 0�037 0�136 0�045 2 0�158 0�051 5 0�185 0�047 7 0�177

由以上结果可以看出,平面四边形单元 1可通过常应变分片试验��

3. 2. 2�平面四边形单元 2

在离散算子差分法的四边形单元 2中,设位移函数为:

� �
u = a1+ a2x + a3y - a7xy + a8( �x

2
+ y

2
) / 2,

v = a4+ a5x + a6y + a7( x
2
+ �y 2

) / 2- a8xy ,
(21)

该位移中含表达 x 与y 向纯弯曲的位移模式,此位移函数同样是不协调的��

当给图 4中网格的边界结点施加上位移函数( 21)所能表达的某一给定位移(泊松比 �取

0. 25)

� �
u = 0�02 + 0�04x + 0�05y - 0�18xy + 0�14( �x

2
+ y

2
) / 2,

v = 0�08 + 0�1x + 0�2y + 0�18( x
2
+ �y

2
) / 2- 0�14xy

(22)
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所对应的数值时,使用四边形单元 2计算出的内部各结点的位移参数列于表 6中��

表 6 平面四边形单元 2的计算结果

结� 点 3 4 5 6

位移 u v u v u v u v

计算值 0�036 456 00 0�139 618 00 0�042 174 00 0�175 152 00 0�050 887 50 0�195 412 50 0�053 399 50 0�180 768 50

精确值 0�036 456 0�139 618 0�042 174 0�175 152 0�050 887 5 0�195 412 5 01053 399 5 01180 768 5

由计算结果可以看出,此单元得到的离散格式可完全精确地表达纯弯曲状态# 

在以上关于两个四边形平面单元的计算结果中可以看出,满足齐次平衡方程的位移函数

在离散算子差分算法中能够得到准确地再现# 

3. 2. 3  算   例

图5给出了一个长为 10,宽为 2的梁,应用给出的两个离散算子差分单元进行计算, 得到

A点的竖直方向位移见表 7# 

 表 7 A 点的竖直方向位移

网  格 网格 1 网格 2

四边形单元 1的计算值 441 563 731066

四边形单元 2的计算值 661 667 961343

精确值 100

图 5  梁的弯曲

  从四边形单元 2的计算结果看, 网格 1中的计算误差偏大,不是因为位移函数没有足够

的能力表达纯弯,而是因为集中力与约束处位移场较复杂,单元的位移函数表达困难; 当载荷

与约束处的网格细化后, 便可得到很好的计算结果# 而对于四边形单元 1, 因位移不能表达纯

弯,计算值的偏差仍较大# 

如果利用离散算子差分法,因不必考虑位移的连续性问题, 可以简单地通过对位移函数的

选择,便可能得到较好的计算结果# 如可选则单元位移函数为以下的两种情况:

u = a1+ a2x + a3y + a4[ xy + (1- L) x
2
- 2y 2

] + b4
3- 7 L

8
x

2
-

5
4
y

2
,

v = b1 + b2x + b3y + a4 - x
2
+

1 - 3 L
4

y
2
+ b4xy ;

(23)

u = a1+ a2x + a3y + a4[ xy + (1- L) x
2
- 2y 2

] - b4
1+ L

4
x

2
,

v = b1 + b2x + b3y + a4 - x
2
+

1 - 3 L
4

y
2
+ b4 xy -

1
4
x

2
+

1- L
8

y
2

# 

(24)

这两种单元函数的自由度没有增加,但在网格 1的情况下均能得出很好的计算结果, 而且

它们都能够通过分片试验# 也应指这两个单元在不同的方向上有不同的表达能力, 它们在实

际中也许不很适用# 
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4  结  论

在离散算子差分方法中, 如果单元位移函数满足齐次的平衡方程,不论这种单元函数是否

协调,该单元函数都能够在离散算子差分方法的离散格式中得到准确地再现# 可以说离散算

子差分方法在这种情况下,是一种对单元函数无损的离散格式# 而对于有限元法,应用以上各

种单元函数的单元通过分片试验也不容易# 

离散算子差分法对位移函数的准确再现或无损特性可通过以下方式体现:对于某一不规

则单元片, 给单元片的边界施加上与某一位移函数 u0 相一致的位移时, 如果该位移函数属于

单元位移插值函数 u 所能表达的函数空间, 则通过离散格式计算得到的单元片内部结点的位

移值也与位移函数 u0 相一致# 这种做法类似于分片试验,但比分片试验更为严格# 

离散算子差分法的这一特性再次显示了该离散格式的优越, 同时也为该方法的精度和收

敛性理论提供了重要的启示# 此外,离散算子差分法中的单元函数可不协调,并能在离散格式

中得到准确再现,这些也有利于单元函数的优化选取# 
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Abst ra ct : The discrete scheme called discr ete operator difference for differential equations w as giv-

en. Several difference elements for plate bending pr oblems and plane problems w ere given. By inve s-

tigating these elements, the ability of the discr ete forms expre ssing to the element functions was

talked about. In discrete operator differ ence method, the displacements o f the elements can be repr o-

duced exactly in the discrete forms whether the displacements are conforming or not. According to

this point, discr ete oper ator differ ence method is a method w ith good per fo rmance.

Key w ords: discrete operator difference method; element function; reproduce exactly
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