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摘要 :  研究了如下磁流体 Rayleigh 问题:一块半无限大平板受瞬态冲击后以恒定速度在无限大非

牛顿幂律流体的区域内运动# 讨论了在横向外在磁场作用下非牛顿导电流体在无限大区域内的

非定常流动# 用变换群理论得到了这个强非线性问题的解# 通过单参数群变换减少了一个自变

量,并使带边界条件的偏微分方程转化为带合适边界条件的常微分方程# 同时研究了某些参数对

流体速度的影响# 
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引   言

服从牛顿粘性定律的流体称为牛顿流体# 牛顿的粘性定律是 S= Ldu / dt ,其中 S是剪切

应力, L是粘性系数# 并非所有流体均服从牛顿应力 _应变关系# 一些流体, 例如调味蕃茄

酱是剪切致稀的,其阻力系数随应变率的增大而减小# 那些不服从牛顿应力 _应变关系的流

体称为非牛顿流体# 非牛顿流体的粘性系数是应变率的函数[ 1]# 

我们研究在横向外在磁场作用下非牛顿导电流体在无限大区域内非定常流动, 其流变学

模型由如下关于幂律流体的表达式给出
[ 2]
:

  Sij = - pDij + k
1
2
I 2

n- 1
2
eij ,

其中 Sij 是剪切应力, k是粘性系数, I 2是第二应变律不变量, eij 是应变率张量, n是表征流体非

牛顿性态的参数# 当 n = 1时,流体是牛顿流体性态; 当 n > 1时,流体是膨胀型的;当0 < n

< 1时,则是拟塑性的# 

无限大幂律非牛顿流体中半无限大平板在受到冲击载荷并维持恒定速度时的运动可用如

下方程描述:
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  5 u
5 t - C 5

5y
5u
5y

2 ( n- 1) / 2 5 u
5 y + MH

2
u = 0,

其中 u( y , t ) 是水平方向的流体运动速度, V 是平板运动的定常速度, t 是时间, y 是垂直于平

面的坐标, n是常数, C( = k / Q) 是常数, k是粘性系数, Q是流体的密度, M ( = Ru2/ Q) 是常数,

R是电导律, L是磁通量,H 是磁场强度, 并且是时间的函数 H = H ( t)# 

1970年 Sapunkov[ 3]研究了一种导电流体的非牛顿流动, 他得到在极强磁场和极弱磁场这

两种特殊情况下该问题的近似解, 并且所得到的解仅针对 n = 2的幂律流体# 1971年 Vu-

janovic[ 4]采用一种新颖有效的变分方法得到了近似解# 1972年Vujanovic, Stauss和Djukic[ 2]曾

经使用过一种新的变分原理, 从而直接得到方程的解# 本文采用的数学方法是单参数群变

换# 群方法作为可以减少自变量的一类方法, 是 Birkhoff在 1948年首先引进的, 他在文[ 5]中

利用了单参数群变换# 1952 年Morgan[ 6]提出了一种理论用来改进以前的相似性方法# 这种

方法曾经被Abd_el_Malek等
[ 7- 10]

,Ames
[ 11]
Moran和Gaggioli

[ 12]
以及A. J. A.Morgan

[ 6]
广泛采用# 

在本文中, 我们提出一种一般方法, 把单参数群变换应用到求解幂律非牛顿导电流体的

Rayleigh问题# 

通过变换, 偏微分方程的边值问题化为带合适边解条件的常微分方程# 用非线性有限差

分方法数值求解这个非线性二阶常微分方程边值问题[ 13] ,算出了流体运动速度 u ( y , t ) 的近

似值# 

假设本文所研究的流体是不可压缩的,因此电场和极化效应可以忽略# 

1  问题的提法和控制方程

考虑在无限大幂律非牛顿流体区域内运动的半无限大平板导致的流动( Rayleigh问题) ,其

控制方程为:

  5 u
5 t - C

5
5y

5u
5y

2 ( n- 1) / 2 5 u
5 y + MH

2
u = 0; (1)

边界条件为

( � ) u(0, t ) = V t > 0, (2)

( � ) u( ] , t ) = 0   t > 0; (3)

初始条件为

  u( y , 0) = 0   y > 0# (4)

方程( 1)可以改写为

  5u/ 5 t - nC 5u /5y n- 1 52u /5y 2 + MH
2
u = 0# (5)

假设

  u( y , t ) = VF( y , t ) , (6)

其中 F( y , t ) 是未知函数,它的具体形式将在下文中确定# 

将( 6)代入( 5)式得到

  V5F / 5t - nCV
n 5F/ 5y n- 1 52F /5y 2 + MH

2
VF = 0, (7)

可将上述方程改写成

  5F/ 5 t - nCVn- 1 5F/ 5y n- 1 52F/ 5y 2 + MH
2
F = 0; (8)

相应的边界条件为

( � ) F(0, t ) = 1 t > 0, (9)
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( � ) F( ] , t ) = 0   t > 0; (10)

初始条件为

  F( y , 0) = 0   y > 0# (11)

2  问 题的 解

我们的求解方法是将单参数群变换应用于求解偏微分方程( 8)# 采用这种变换以后可以

将两个自变量减少一个, 原来的偏微分方程就化为常微分方程# 

211  群系统表示

求解过程起始于具有如下形式的一类关于单参数 a 的变换群G :

  G:

�y = h
y
( a) y + k

y
,

�t = h
t
( a) t + k

t
,

�F = h
F
( a) F + k

F
,

�H = h
H
( a)H + k

H
,

(12)

其中 h 和 k 是实值函数并至少关于实变量a 可微# 

212  不变量分析

为变换微分方程, F 和H 导数的变换可以通过链式法则求得:

  �S i = h
S
/ h

i
S i ; �S ij = h

S
/ h

i
h
j
S ij   ( i = y , t ; j = y , t ) , (13)

其中 S 代表F# 

方程( 8)具有变换不变性,对于某些函数 A( a) 总是存在

  5�F / 5�t - nCVn- 1 5�F /5�y n- 1 52�F /5�y 2 + M�H 2�F =

      A ( a) 5F / 5t - nCVn- 1 5F /5 y n- 1 52F / 5y 2 + MH
2
F # (14)

将( 12)和( 13)代入( 14)得到

  h
F

h
t
5F
5 t - nCVn- 1

h
F

h
y
5F
5y

n- 1
h
F

( h
y
)
2
52F
5y 2

+ M( h
H
H + k

H
)
2
( h

F
F + k

F
) =

      A ( a) 5F / 5t - nCV
n- 1 5F /5 y n- 1 52F / 5y 2 + MH

2
F # (15)

方程( 15)的不变性意味着

  k
H
= k

F
= 0, (16)

  h
F
/ h

t
= ( h

F
)
n
/ ( h

y
)
n+ 1

= ( h
H
)
2
h
F
= A ( a)# (17)

附加条件( 9) ~ ( 11)的不变性意味着

  h
F
= 1, k

y
= k

t
= 0, (18)

并导致

  h
y
= ( h

t
)
1/ ( n+ 1)

, h
H
= 1/ h

t # (19)

最后,我们得到使方程( 8)和附加条件( 9) ~ ( 11)具有不变形式的单参数群 G :

  G:

�y = ( h
t
)
1/ ( n+ 1)

,

�t = h
t
t ,

�F = F,

�H = 1/ h
t H# 

(20)

213  绝对不变量的全集

我们的目标是利用群方法将原来的问题变换成一个常微分方程# 现在通过进一步分析来
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得到绝对不变量的全集# 

如果 G S G( y , t ) 是自变量的绝对不变量,那么

  gj ( y , t , F, H ) = 7 j [ G( y , t ) ]   ( j = 1, 2) (21)

是对应于 F 和H 的绝对不变量# 

群论的基本定理(参见Moran和Gaggioli的[ 12] )表明:函数 g( y , t , F, H ) 是单参数群的一

个绝对不变量, 如果满足如下一阶线性微分方程:

  E
4

i= 1

( AiSi + Bi )
5g
5S i

= 0, S i S y , t , F ,H , (22)

其中

  Ai =
5hS i
5 a ( a

0
) , Bi =

5kS i
5 a ( a

0
)   ( i = 1, 2, 3, 4) , (23)

a
0
表示使群 G 为恒等元a 的值# 

首先,我们寻找自变量的绝对不变量# 由方程( 22) , G( y , t ) 是绝对不变量,如果它满足一

阶线性微分方程

  ( A1y + B1)
5 G
5 y + ( A2 t + B2)

5G
5 t = 0# (24)

由于 k
y
= k

t
= 0,并根据 B的定义得到

  B1 = B2 = 0# 

现在方程( 24)可以改写成

  A1 y5G/5y + A2t5G/ 5 t = 0# (25)

采用分离变量法,可以得到如下形式的解:

  G= yt
- B

, B= A1/ A2# (26)

第二步是寻求因变量 F 和H 的绝对不变量# 

通过类似分析, 采用方程( 20)、( 22)和( 23) ,我们得到

  F( y , t ) = <( G) (27)

和第二个绝对不变量

  H ( t) = q ( t )# (28)

3  化简为常微分方程

将( 26) ~ ( 28)代入方程( 8) ,我们得到

  [- Byt- ( B+ 1)
]
d<
dG

- nCVn- 1
t
- B d<

dG

n- 1

t
- 2B d

2<
dG2

+ Mq
2< = 0, (29)

由此

  nGV
n- 1 d2<

dG2
d<
dG

n- 1

[ t
1- B( n+ 1)

] + BG
d <
dG- Mtq

2
< = 0# (30)

为了将方程( 30)简化为自变量仅为 G的常微分方程时,系数必须是常数或仅为 G的函数# 从

而有

  q ( t ) = E / t , (31)

  B= 1/ ( n + 1)# (32)

因此,方程( 30)可写成
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  nw
d
2
<

dG2
d <
dG

n- 1

+ BG
d <
dG

- N< = 0, (33)

其中 N (= E
2
M) 和 w ( = CV

n- 1
) 是常数# 

边界条件( 9) ~ ( 11)可用变量 G改写为

  <(0) = 1, (34)

  <( ] ) = 0# (35)

4  数 值解

411  N 的影响

考虑 n = 1, w = 011和 t = 1的情形# 

由方程( 32) , B= 1/ 2,从而可得 G= y / t# 

 图1  参数 N 对流体速度的影响       图 2 参数 w 对流体速度的影响

( n = 1, w = 01 1, t = 1) ( n = 1, N = 3, t = 1)

方程( 33)化为

  d
2
<

dG2
+ 5G

d<
dG

- 10N< = 0# (36)

不同 N 值下的结果在图 1给出# 

412  w 的影响

考虑 n = 1, N = 3和 t = 1的情形# 

由方程( 32) , B= 1/ 2,从而可得 G= y / t# 

方程( 33)化为

  w
d2<
dG2

+
G
2
d<
dG

- 3< = 0# (37)

不同 w 值下的结果在图 2给出# 

413  t 的影响

考虑 n = 1, N = 3和 w = 011的情形# 

由方程( 32) , B= 1/ 2,从而可得 G= y / t# 

方程( 33)化为
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 图 3 参数 t对流体速度的影响       图 4 参数 n 对流体速度的影响

( n = 1, N = 3, w = 011) (N = 3, t = 1, w = 011)

  d2</ dG2 + 5Gd </ dG- 30< = 0# (38)

不同 t 值下的结果在图3给出# 

414  n 的影响

考虑 N = 3, w = 011和 t = 1的情形# 

方程( 33)化为

  n d
2
</ dG

2
+ 10BGd</ dG- 30 < = 0# (39)

不同 n 值下的结果在图 4给出# 

5  结果和讨论

得到相似变换的方法可以分为 ( a) 直接方法和 ( b) 群论方法两类# 直接方法如分离变
量法不必求助于引用群不变性,相当直接且简单易行# 群论方法则在数学上更加精巧,总是可

以借助微分方程在一类变换群下具有不变性的重要概念# 在一些群论方法(如 Birkhoff_Morgan

方法和Hellums_Churchill方法) ,需要预先给定具有特定形式的群# 另一方面, 象Moran_Gaggioli

有限群方法的步骤是演绎的# 本文中定义了一类变换并且系统推导出了相似解# 采用这种群

论方法求解了幂律非牛顿导电流体的 Rayleigh问题(由方程( 1)给出) # 

由图 1可知,流体的速度随常数 N 的减小而增大# 常数 N 表征流体的性质,它依赖于流

体的密度、磁导率和磁通率# 由图 2可知,流体的速度随 C的增大而增大,由于所研究流体假

设为不可压缩,故 C( = k / Q) 是常数# 其中 k 是粘性系数, Q是流体密度# 由图 3可知,流体

的速度随时间增加而增大# 我们在图4中给出常数 n的两种情形:当 n = 1时,流体是牛顿流

体# 当 n > 1时,流体是膨胀型流体# 

利用条件对称性、接触对称性和经典李方法可对微分方程本身进行更好的化简并得到更

多的解,但是对于初边值问题则不行,因为这些给定条件限制了方程的化简# 
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Solution of the Rayleigh Problem for a Power_Law

Non_Newtonian Conducting Fluid via Group Method
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Abstract: An investigation is made of the magnetic Rayleigh problem where a semi_infinite plate is

given an impulsive motion and thereafter moves with constant velocity in a non_Newtonian power law

fluid of infinite extent. The solution of this highly non_linear problem is obtained by means of the

transformation group theoretic approach. The one_parameter group transformation reduces the number

of independent variables by one and the governing partial differential equation with the boundary con-

ditions reduce to an ordinary differential equation with the appropriate boundary conditions. Effect of

the some parameters on the velocity u( y , t ) has been studied and the results are plotted.

Key words: Rayleigh problem; group method; non_linearity; conducting fluid; non_Newtonian power

law fluid
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