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Steiner选择和算子的集值扩张( Ò)

) ) ) 对逼近理论的应用
X

皮佐尔#特尔文,  米古尔#拉皮兹#迪亚兹

(西班牙 奥威索大学, s/ n 33007 奥威索,西班牙)

(张石生推荐)

摘要 :  在( Ñ )的基础上, 得出对集值函数逼近理论的某些应用: Korovkin 型定理,一种将经典逼近

算子扩张到集值族的方法,以及 Jackson估算# 
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引   言

在本文的第( Ñ )部分(见[ 1] )中, 提出了一种将在连续函数空间中定义的算子 T 通过

Steiner选择扩张到在连续集值函数空间中定义的算子 T
* 中去的方法, 研究这种扩张的一些

特性并分析线性算子序列收敛性和扩张算子的关系# 

在本文中, 得到第( Ñ )部分理论对逼近理论的应用# 特别在第 1节中,得到 Korovkin定

理;在第 2节中,提出将 R
n

_值函数的经典逼近扩张到集值函数的方法,并研究这些扩张的不

同特性,最后在第 3节中,用 Nikoliskii提出的方法,给出了一个 Jackson估算的简单证明# 

Korovkin型理论和Feller逼近在扩散方程的定性研究中是非常有用的# 本文结果对于微

分包含的进一步研究具有潜在的应用价值# 另一个有关的应用领域是集值马尔科夫( Markov )

过程的处理法# 

所需的概念及记号, 读者可参阅第( Ñ)部分# 

1  Korovkin定理

Korovkin定理解决下列问题: 在函数空间中给出一个算子序列, 确定测试函数族, 以便用

族映象的收敛性确定在整个函数空间中的收敛性# P. P. Korovkin [ 2, 3]对这样的线性正算子,它

在紧区间上的实连续函数空间中收敛于恒等算子, 取 1, x , x 2 作为测试函数,证明了这样类

型的第一个定理# 这已是逼近理论及应用(见[ 4] ) 中的一个成果累累的课题, 包括在不同领

域中的应用,如偏微分方程中的应用(见[ 4,第 6章] 及[ 5 ~ 8] )# 一些集值Korovkin定理在[ 9
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~ 12] 中可找到# 它们是建立在嵌入到 Banach空间中的基础# 现在将尝试通过不同的方法

来建立两种收敛性间的联络: 对于算子的限制情况, 收敛于单位元; 对于完整算子情况, 收

敛于单值函数# 在这一尝试中,由第( Ñ )部分定理 311所得出的收敛特性将是非常有用的# 

将采用下列定义, 它们由 D. E. Wulbert 提出[ 13] , D. E. Wulbert利用较弱的假设代替 Ko-

rovkin的假设, 即算子范数收敛到 1# 下面的等价性表述与第( Ñ )部分定理 311中的假设密切
相联系# 

定义 111  族 f i i I I < C ( 8 , Rn
) 称为具有 C( 8, Rn

)的Korovkin_Wulbert族,如果对任意

线性连续算子序列 Tm : C ( 8 , R
n
) y C ( 8 , Rn

) , m I N,且 +Tm +m I N 有界, 则得到:对于一

切 i I I, +Tmf i - f i + y 0时,就蕴含 Pf I C ( 8 , Rn
) , +Tmf - f + y 0# 

定义 112  给定 X , Y I C( 8, K(R
n
) ) ,若对于一切 t I 8, X ( t ) < Y( t ) ,则我们可写成

X < Y# 如果对于一切X , Y I C( 8, K( Rn
) ) ,且X < Y,我们可得TX < TY, 则映象T: C( 8 ,

K(Rn
) ) y C( 8 , K( Rn

) ) 称为正的 # 称算子 T 是线性的, 如果对于一切 X , Y I C( 8 ,

K(R
n
) ) , a, b \ 0,都有 T( aX + bY) = aTX + bTY# 
下列线性正算子的引理是众所周知的# 

引理 111  设 T : C( 8, Kc (R
n
) ) y C ( 8 , Kc( R

n
) ) 是线性且正的, 则: +TX +C [

+TB +C +X +C# 

下列命题说明在非常弱的假设下足以得到弱 Korovkin型结论# 即: 若球的映象有一个公

共边界, 则通过考查一族单值测试函数来得到 Korovkin定理的下半极限, 而不管算子在其它

集值函数上具有什么样的性质# 

命题 112  设 f i i I I是C ( 8 , R
n
) 的Korovkin_Wulbert族,设 Sm : C ( 8 , Kc (R

n
) ) y C( 8 ,

Kc (R
n
) ) , m I N,是线性正算子的序列,使得:

1) DH ( Sm f i (#) , f i (#) ) y 0,对一切 i I I,

2) +SmB +C m是有界的# 

则有:

� ) 存在连续算子的序列 Um m , Um : C ( 8, Kc (R
n
) ) y C( 8 , Kc( R

n
) ) ,使得

  UmX < SmX ,对所有的 X I C( 8 , Kc( R
n
) ) ,

  DH ( UmX , X ) y 0,对于一切 X I C( 8, Kc (R
n
) ) ,

� ) X < lim
m y ]

infm SmX ,对于一切 X I C ( 8 , Kc (R
n
) )# 

证明  给定 S : C( 8, Kc (R
n
) ) y C( 8, Kc( R

n
) ) 是正的和线性的,我们定义 s : C( 8, Rn

)

y C ( 8 , Rn
) , 且 sf = g ,使得

  S f (#) = g(#) # 

由于 g 的存在性得以保证,于是我们有

  0 = S 0 = S f (#) - f (#) = S f (#) + S - f (#) ,

这就意味着 S f (#) ( t ) 对一切 t I 8 是单元集,从而我们定义 sf ( t ) 等于该点# 

另外,因 sf (#) = S f (#) I C ( 8 , Kc (R
n
) ) ,

则 sf I C ( 8 , Rn
)# 显然,因 S 是线性的, 故 s 也是线性的# 

给定序列 Sm m ,并考虑与之相关的序列 sm m, 我们得到 +sm + m是有界的:

  +sm + = sup
+f + [ 1

+ smf + = sup
+f + [ 1

+ smf (#) +C =
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      sup
+f + [ 1

+Sm f (#) +C,

且按引理 111,得到该值不大于

  sup
+f + [ 1

+SmB +C + f (#) +C =

      +SmB +C sup
+f + [ 1

+f + = +SmB +C# 

我们知道, 对于一切 i I I, 有 DH ( Sm f i (#) , f i (#) ) y 0 且 +smf i - f i + y 0# 因

f i i I I 是Korovkin_Wulbert族,故对于一切 f I C ( 8 , Rn
) 我们得到 +smf - f + y 0# 

因 sm是连续的,可定义其扩张算子 s
*
m ,它也是连续的# 且按第( Ñ) 部分的定理311对于

一切 X I C( 8, Kc (R
n
) ) 可得 DH ( s

*
mX , X )# 

我们注意到,对于一切 X I C ( 8 , Kc (R
n
) ) , s

*
mX < SmX 都成立# 

给定 t I 8 ,利用正性,我们得到

  s
*
mX ( t) = co smf

X
a ( t ) a I B = co G

a I B
Sm f

X
a (#) ( t ) <

      co G
a I B

SmX ( t) = SmX ( t) ,

当计及 Um = s
*
m ,即得到 � ) 的结论# 

关于 � ) ,对于一切 t I 8 ,有

  X ( t) = lim
my ]

s
*
mX ( t) < lim

m y ]
inf SmX ( t)# 

现在介绍 Korovkin定理# 前面给出的弱的结果将用来证明这一定理# 我们应当指出

Steiner参数化有关的渐近交换,是收敛的必要条件# 

定理 113  设 Sm : C( 8, Kc (R
n
) ) y C ( 8 , Kc( R

n
) ) , m I N

是一个线性正算子序列# 设 sm : C ( 8 , R
n
) y C( 8, Rn

) , m I N是这样的一个序列:对于一切

f I C( 8, Rn
) 有

  Sm f (#) = smf (#) # 

设 f i i I I 是C( 8, Rn
) 的一个Korovkin_Wulbert族,则下列条件是等价的:

� ) DH ( SmX , X ) y 0,对于一切 X I C( 8 , Kc( R
n
) ) ,

� ) +smf i - f i + y 0, 对于一切 i I I , +SmB +C 有界,

+smf
X
a - f

S
m
X

a + y 0,对于一切 X I C( 8, Kc( R
n
) ) 和 a I B # 

证明  与命题 112一样,我们考虑 smf I C( 8, Rn
)# 由命题 112知

Sm f (#) = smf (#) # 显然对于一切 f I C( 8 , Rn
) , 有 +smf - f + y 0# 而且,

DH ( SmB, B ) y 0, 从而 +SmB +C 趋于 1# 

另外还得到:

  +smf
X
a - f

S
m
X

a + [ + smf
X
a - f

X
a + + +f

X
a - f

S
m
X

a + ,

且有 + smf
X
a - f

X
a +趋于 0,以及

  +f
X
a - f

S
m
X

a + [ 10nDH ( X , SmX ) ,也趋于 0# 

为证明逆命题成立, 我们有:

  DH ( SmX , X ) [ DH ( SmX , s
*
mX ) + DH ( s

*
mX , X )# 

我们知道按命题 112, DH ( s
*
mX , X ) 趋于 0# 另外,因 SmX = coSmX ,故

  DH ( SmX , s
*
mX ) = DH ( coSmX , co smf

X
a (#) a I B ) [

      DH ( SmX , smf
X
a (#) aI B) = DH ( f

S
m
X

a (#) a I B smf
X
a (#) a I B [
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      sup
a I B

+f
S
m
X

a - smf
X
a +# 

假设 sup
a I B

+f
S
m
X

a - smf
X
a +不趋向于0,则存在 E> 0和序列 ml l < N, a l l < B ,且 al y

a 对某一a I B 使得对于一 l I N,有

  E [ +f
S
ml
X

a
l

- sm
l
f
X
a
l

+ [ +f
S
ml
X

a
l

- f
S
ml
X

a ++

      +f
S
m
l
X

a - sm
l
f
X
a + + +sm

l
f
X
a - sm

l
f
x
a
l
+# 

按引理111,有

  +f
S
m
l
X

a
l

- f
S
m
l
X

a + [ 5n | a l - a | +Sm
l
X +C [

      5n | al - a | +Sm
l
B +C +X +C ,

该式趋于 0# 

按照假设,当 l趋于无穷大, +f
S
m
l
X

a - sm
l
f
X
a +趋于0, 而且正如命题112中所看到的 +sm

l
+

[ +Sm
l
B +C,因此

  +sm
l
f
X
a - sm

l
f
X
a
l
+ [ + sm

l
+ +f

X
a - f

X
a
l
+ [

      +Sm
l
B +C 5n | al - a | +X +C# 

应该指出在定理113中,条件 +smf
X
a - f

S
m
X

a + y 0,对于一切X I C( 8 , Kc (R
n
) , a I B ,

即:与 Steiner参数化的渐近交换条件,可按下列方法放松:

为证明由� )可推出� ) ,仅对集值函数族 f iB i 要求的条件是, 在定理的叙述中 f i i 是

Korovkin_Wulbert族# 同理可给出对于一切 i I I , DH ( Sm( f iB ) , f iB ) y 0的证明# 因 f i i是

Korovkin_Wulbert族,显然在该族中线性正算子的收敛性意味着在整个连续函数空间中的收敛

性(即它是 Korovkin族)# 则采用[ 10] 中的结果, 可得出结论:对于一切X I C ( 8 , Kc (R
n
) ) ,

事实上有

DH ( SmX , X ) y 0, 即 � ) 成立# 

2  集值函数的逼近算子

现在说明利用经典的R
n
_值函数的逼近算子可以用来构造集值函数的逼近算子的方法# 

设 Tm 是任一连续 R
n
_值函数的线性逼近算子,按第( Ñ ) 部分的定理 311所得到扩张算子 T

*
m

是连续集值函数的逼近算子# 我们采用Bernstein算子(例如见[ 14] ) 来说明该方法,即采用上

述方式保持的原算子的不同特性# 我们应该指出这不是 Bernstein算子专有的,所谓Feller或

Bernstein型算子同样可用于一大类逼近算子# 有关它们的简要说明以及概率语言的表述,请

参阅[ 15] # Bernstein算子对于鞅和微分方程的应用,请阅[ 16, 17]# 

现在起,我们将处理定义在[ 0, 1]的集值函数# 若[ 0, 1]代表系统演变的时间段,便具有了

重要的物理意义# 这时可把函数值看成凸体的形状描述(演变的) [ 10] ,包含一个运动质点的空

间的凸域的描述,其确切位置是未知的,和有关系统状态的一些约束描述, 等# 

设 8 = [ 0, 1] , X I C ( 8 , Kc (R
n
) ) 和 f I C ( 8 , Rn

)# f 的m_Bernstein逼近定义为:

  Bmf ( t ) = E
m

i= 0
f

j
m

m

j
t
j
(1- t)

m- j
, 对于一切 t I [ 0, 1]# 

故可定义/扩张算子0 B
*
mX : B

*
mX ( t) = co Bmf

X
a ( t ) a I B, P t I [ 0, 1]# 

下列引理表明可如下选取集值函数的选择,即保持集值函数连续模的阶来进行# 必须说
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明,这不仅对于[ 0, 1]而且对任何紧度量空间 8 均是成立的# 该引理将运用于下列结果# 

引理 211  若 X : [ 0, 1] y Kc (R
n
) ,则有 :

  sup
a I B

Xf X
a
( D) [ 10nXX ( D)# 

证明  由上确界的概念, 我们得到:

  sup
a I B

Xf X
a
( D) = sup

a I B
 sup

| t- tc| [ D
| f

X
a ( t ) - f

X
a ( tc) | [

      sup
| t- tc| [ D

10ndH ( X ( t ) , X ( tc) ) = 10nXX ( D)# 

下列命题表明: 若集值函数是连续函数与 Kc( R
n
) 的一个元素的乘积, 则它的广义

Bernstein逼近是函数的紧的逼近的乘积# 

命题 212  设 g I C( [ 0, 1] , R) 和 A I Kc( R
n
) ,则我们可得:

  B
*
m ( gA) = ( Bmg ) A# 

证明  设 t I [ 0, 1] ,则得到: f
gA
a ( t ) = f

g( t) A
a = g ( t )f

A
a ,故

  B
*
( gA) ( t ) = co Bmf

gA
a ( t ) a I B = co Bm( g(#)f Aa ) ( t ) a I B =

      co Bmg( t ) f
A
a a I B = Bmg ( t ) co f

A
a a I B = Bmg( t ) A# 证毕# 

现在我们来建立逼近的整体性质与逼近集值函数连续模之间的关系# 

命题 213  设 g I C( [ 0, 1] , R) , X I C ( [ 0, 1] , Kc( R
n
) ) 及 A I Kc (R

n
) ,则有:

� ) DH ( B
*
mX , X ) [ 11nXX

1

m
,

� ) DH ( B
*
m ( gA ) , gA ) [ 11

10
+A + K Xg

1

m
# 

证明  关于 � ) , Sikkema 在[ 18]中发现了最佳常数 M I R,使得:

  +Bmf - f + [ MXf
1

m
,

我们无需 M 的精确值, 只要 M <
11
10上式即成立,于是有:

  DH ( B
*
mX , X ) [ sup

a I B
+Bmf

X
a - f

X
a + [ M sup

a I B
Xf X

a

1

m
[

      10nMXX
1

m
[ 11nXX

1

m
# 

对于 � ) ,有

  DH ( B
*
m ( gA ) , gA) = DH ( ( Bmg) A , gA ) [ +Bmg - g + +A +K, 且

按Sikkema的[ 18] ,有:

  DH ( B
*
m ( gA ) , gA) [ +A +KMXg

1

m
[ 11

10
+A + K Xg

1

m
# 

定义 211  若 X I C( 8, K(Rn
) ) 且 A> 0,且 X 是序数A的Lipschitz常数,我们记: X I

Lip( A) , 如果它是 A阶 Lipschitz的,即 XX ( D) [ MD
A
,对一常数 M ,而 XX 是X 的连续模# 

若集值函数是某一阶的Lipschitzian,则可得到收敛速率# 

系 214  设 X I C( [ 0, 1] , Kc (R
n
) ) , 若 X I Lip( A) ,则

  DH ( B
*
mX , X ) = O( m

- A/ 2
)# 

下面给出一些结果来说明广义逼近光滑性的保持# 

命题 215  设 g I C( [ 0, 1] , R) , X I ( [ 0, 1] , Kc( R
n
) ) 和 A I Kc( R

n
) ,则:
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� ) XB*

m
X ( D) [ 20nXX( D) ;

� ) XB*

m
( gA ) ( D) [ 2 +A + K Xg ( D)# 

证明  Annastasiou等在[ 19]中,证明了 XB
m
f ( D) [ 2Xf ( D) ,于是有

  XB*

m
X ( D) = sup

| t- tc| [ D
dH ( B

*
mX ( t) , B

*
mX ( tc) ) [

      sup
| t- tc| [ D

sup
a I B

| Bmf
X
a ( t ) - Bmf

X
a ( tc) | =

      sup
a I B

XB
m
f X
a
( D) [ 2 sup

a I B
Xf X

a
( D) [ 20nXX ( D)# 

对于第二个条件,大家知道 B
*
m ( gA) = Bmg) A ,故

  XB*

m
( gA ) ( D) = sup

| t- tc| [ D
dH ( Bm( gA) ( t ) , Bm( gA ) ( tc) ) [

      sup
| t- tc| [ D

| Bmg( t ) - Bmg ( tc) | +A +K =

      XB
m
g ( D) +A +K [ 2Xg ( D) +A +K# 证毕# 

命题 216  设 X I C ( [ 0, 1] , Kc (R
n
) ) ,若 X I Lip( A) ,则

  B
*
mX I Lip( A)# 

证明  若 W是使X I Lip( A) 的常数,则 f
X
a I Lip( A) ,且常数为 10nW,按[ 20, 21] ,对于一

切 a I B, 有 Bmf
X
a I Lip( A) 且有相同的常数,故

  XB*

m
X ( D) = sup

| t- tc| [ D
dH ( B

*
mX ( t) , B

*
mX ( tc) ) [ sup

| t- tc| [ D
sup
a I B

| Bmf
X
a ( t ) - Bmf

X
a ( tc) | [

      sup
| t- tc| A[ D

sup
a I B

10nW | t - tc |
2 [ 10nWD

A# 

3  Jackson型估计

Jackson定理通过多项式函数来确定连续函数一致逼近的收敛速度的数值# 在本节, 将提

出一个集值函数 Jackson估计的初等证明# 

本结果(对非凸情况同样有效)源于 Nikulokii的[ 22] , 但他的证明是相当复杂而且沉重地

依赖于 Artststein [ 23]更早在度量空间 ( K(Rn
) , dH ) 中用 Frechet 插象线段逼近集值函数的结

果# 我们将利用Steiner 参数化来得出一个简单的证明# 

引理 311( Jackson估计)  存在一个万有常数 c > 0,使得对于一切f I C ( [ 0, 1] , Rn
) 和m

I N,存在一个最高 m 次的多项式函数pm(其系数在 R
n 中) ,且 +f - pm + [ cXf

1
m

# 

Nikolskii利用定义多项式的 m_簇来推广多项式# 采用系数为紧集的多项式,也许会更自

然,但在通常情况下,它又使估计不成立# 事实上存在一些连续的集值函数不能用多项式函

数一致逼近# 

定义 311  函数 Pm : [ 0, 1] y K(R
n
) 称为多项式的 m_簇,其中 Pm( t ) = Lm( t ) A , A I

K( R
n( m+ 1)

) , Lm( t ) 是 n @ n( m+ 1) 的矩阵, Lm( t ) = [ E , tE , ,, t
m
E ] ,其中 E是n阶单位矩

阵# 

这样即可得到下列结果:

引理 312  设 X : [ 0, 1] y K(Rn
) , 则X 为多项式的m_簇, 当且仅当存在一个次数至多为

m 的多项式函数族 P (系数在 R
n 中) ,使得对于一切 t I [ 0, 1] 有

  X ( t) = p ( t ) p I P# 

下列结果把 Jackson的估计推广到凸集值情形# 
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定理 313  存在一个万有常数 cc > 0, 使得对一 X I C ( [ 0, 1] , Kc (R
n
) ) 和 m I N,存在

一个 m_簇的多项式 Ym ,使得:

  DH ( X , Ym) [ ccnXX 1
m

# 

证明  采用 Steiner表示, X ( t) = f
X
a ( t ) a I B# 于是对每一个 a I B 和m I N,由引理

311, 可求出一个最高次数为 m的多项式p
X
a, m ,使得: +f

X
a- p

X
a, m + [ cXfX

a

1
m

, Y
c
m和Ym由下式

定义:

  Y
c
m( t ) = p

X
a, m( t ) a I B, m I N, Ym( t ) = coYc

m( t )# 

对于一切 t I [ 0, 1] ,其中, co是闭凸包# 考虑到引理312及这样的事实上, 次数最高为m

的多项式集合对凸组合和关于一致拓扑都是闭的故得知, 每一个 Ym 是多项式的 Kc (R
n
) 值

m_簇# 则由引理 211有:

  DH ( X , Ym) = DH ( coX , coYc
m) [ DH ( X , Y

c
m) [

      sup
a I B

+f
X
a - p

X
a, m + [ sup

a I B
cXf X

a

1
m

[ 10cnXX
1
m

,

取 cc = 10c,证明就完成了# 

事实上,该逼近量改善了 Bernstein算子(与定理 313和命题 213相比)# 
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Set_Valued Extension of Operators via Steiner

Selections(Ò) ) Applications to Approximation

TERAN Pedro, LÕPEZ_DIAZ MIGUEL

( Facultad de Cien cias , Univer sidad de Oviedo , C / Calv o Sotelo ,

s / n . 33007 Oviedo . Spa in )

Abstract: On the basis of Part ( Ñ) of this series some applications to the approximation of set_va-l

ued functions are obtained: Korovkin type theorems, a method to extend classical approximation op-

erators to the set_valued setting and a Jackson type estimate.

Key words: set_valued extension; Steiner selection; a Jackson type estimate
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