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摘要 :  利用 Clarkson和 Kruskal引入的直接法和 Lou的改进的直接法,给出了源于 Fermi_Pasta_Ulam

问题的非线性发展方程的 4种类型的相似约化# 
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引   言

Fermi, Pasta,Ulam[ 1]提出的一个著名的 Fermi_Pasta_Ulam( FPU)问题: 为什么固体具有有限

的热传导率? 他们用一维格子来描述此固体# 下面方程为格子的运动规律[ 1, 2]

  
mu itt = k ( ui+ 1- 2u i + ui- 1) [ 1+ A( ui+ 1- ui- 1) ]

u0 = uN = 0
 ( i = 1, 2, ,, N - 1) , (1)

其中 k 为线性弹力常数, A表示非线性的强度且大于零, ui 为从平衡位置为起点的第 i 个替换

位置# Kruskal和 Zabusky[ 3] 从连续的观点出发来考虑 FPU问题,结果利用一系列的变换提出

如下的方程

  utt - Ec2D2uxxxx - Ec2uxuxx - c
2
uxx = 0# (2)

( 2)的孤波解已经被研究# 我们将从相似约化这方面来考虑下面方程

  utt + Auxxxx + Buxuxx + Cuxx = 0# (3)

其为( 2)的更一般形式,其中 A、B、C为常数# 

目前存在很多有效的约化偏微分方程的方法,其中下面 3种方法为常用的# 1) Lie的古

典法 ) ) ) 无穷小变换的 Lie群法[ 4] ; 2) Blumann 和 Cole 的非古典法 ) ) ) 条件对称法或第一类

型的偏对称法
[ 5]
; 3) Clarkson和Kruskal的直接法及 Lou的改进的直接法

[ 6, 7]# 直接法没有引

入群论的概念, 并且用直接法可以产生前两种方法所不能得到的新的约化# 这种方法已被应

用于研究很多方程( KdV方程, Burgers方程,mKdV方程, KP 方程及 Boussinesq方程等) [ 1, 8]的相

似约化、精确解和可积性
[ 9]# 
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本文将利用 Clarkson和 Kruskal的直接法[ 6]及Lou的改进的直接法[ 7]来考虑( 3) ,结果得到

了( 3)的 4种类型的相似约化# 

1  直接法和方程( 3)相似约化

对给定的( 3) ,所有相似解可表示为:

  u( x , t ) = U( x , t , Q( Z) )   Z = Z( x , t ) , (4)

其中 U和Z 为待定的函数; Q( Z ) 满足某一常微分方程(ODE) , 将(4) 代入(3) 或许可以得

到# 但是类似于直接法[ 6, 7, 8]
,事实上, 没有必要设这种一般形式,可以证明, 只须令 u 为如下

形式

  u( x , t ) = A( x , t ) + B( x , t ) Q( Z( x , t ) )   Z = Z( x , t ) , (5)

其中 A ( x , t )、B ( x , t )、Z( x , t ) 为待定的函数, Q( Z ) 满足某一常微分方程# 

将( 5)式代入( 3)式,得

  utt + Auxxxx + Buxuxx + Cuxx = ABZ4xQ cccc+ A(4BxZ
3
x + 6Z2xZxx) Q ccc+

      [ A(6BxxZ
2
x + 12BxZxZxx + 3BZ2xx + 4BZxZxx) + BAxBZ

2
x + CBZ2x +

      BZ
2
t ] Qd+ [ A(4BxxxZx + 6BxxZxx + BZxxxx + 4BxZxxx) + B( A xxBZx +

      BBxZxx + AxBZxx + 2A xBxZx ) + C( BZxx + 2BxZx ) + BZ tt +

      2B tZt ] Qc+ BBxBxxQ
2
+ [ ABxxxx + B( AxxBx + AxBxx ) + CBxx + B tt ] Q +

      BB
2
Z
3
xQcQd + BBBxZ

2
xQQd + B(2BBxZ

2
x + B

2
ZxZxx ) Qc2+ B(2B

2
xZx +

      BBxxZx ) QQc+ AAxxxx + BAxAxx + CA xx + A tt = 0, (6)

其中(c)表示 d/ dZ# 为了使方程(6) 化为常微分方程,则 Q 及其导数的各种组合项的系数之

比仅为Z 的函数 #( Z)# 因此当 Zx X 0时,得(以 Q cccc项的系数 ABZ4x 作为标准)

  A(4BxZ
3
x + 6Z

2
xZxx) = ABZ

4
x #1( Z ) , (7)

  A(6BxxZ
2
x + 12BxZxZxx + 3BZ2xx + 4BZxZxx ) + BA xBZ

2
x + CBZ2x + BZ

2
t =

      ABZ4x #2( Z) , (8)

  A(4BxxxZx + 6BxxZxx + BZxxxx + 4BxZxxx ) + B( AxxBZx + BBxZxx +

      A xBZxx + 2AxBxZx) + C( BZxx + 2BxZx ) + BZ tt + 2B tZt =

      ABZ4x #3( Z) , (9)

  BBxBxx = ABZ4x #4( Z) , (10)

  ABxxxx + B( AxxBx + AxBxx) + CBxx + B tt = ABZ4x #5( Z) , (11)

  BB2Z3x = ABZ4x #6( Z) , (12)

  BBBxZ
2
x = ABZ4x#7( Z) , (13)

  B(2BBxZ
2
x + B

2
ZxZxx ) = ABZ4x#8( Z) , (14)

  B(2B2xZx + BBxxZx) = ABZ4x #9( Z ) , (15)

  AAxxxx + BA xA xx + CAxx + Att = ABZ4x #10( Z) , (16)

其中 # i ( Z) ( i = 1, 2, ,, 10) 仅为 Z 的待定函数# 

为了确定 A ( x , t )、B ( x , t )、Z( x , t )、Q( Z)、#i ,需要引入如下规则:

规则(a)  若 A( x , t ) = A 0( x , t ) + B( x , t ) W( Z) ,则取 W( Z) = 0, (可作变换(Q( Z ) y
Q( Z) - W( Z ) )# 
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规则(b)  若 B ( x , t ) = B 0( x , t ) W(Z ) ,则取W( Z) = 1(可作变换Q(Z ) y Q( Z) W0/ Q)# 

  规则( c)  若 Z ( x , t ) 由 Z0( x , t ) = W( Z ) 确定, 且 W( Z) 为可逆函数, 则取 W( Z) =

Z (可作变换 Z y W
- 1
( Z) )# 

规则( d)  对于上述规则中 Z的待定的函数,在进行一些运算(微分,积分,求幂等) 后,我

们仍用同样的字母[如 #( Z) 的导数仍记为 #( Z) ]# 

根据( 12) ,利用规则( b) , 若令 #6( Z) = B/ A, 则

  B( x , t ) = Zx# (17)

将( 17)代入( 7) ,可得

  Zx #1( Z ) - 10Zxx / Zx = 0# (18)

关于 x 积分( 18)一次且用规则( d) ,得

  #( Z ) + ln Zx = Z0( t ) , (19)

其中 Z0( t ) 为积分函数# (19) 可写为

  Zx # ( Z ) = Z 1( t )# (20)

再关于 x 积分(20) 且用规则( d) ,得 #( Z ) = xZ1( t ) + Z2( t ) 且 Z2( t ) 为积分函数# 

利用规则( c) ,我们有

  Z( x , t ) = x H( t ) + <( t )# (21)

利用规则( a) ,从( 8)可得

  #2( Z) = 0, BAxBZ
2
x + CBZ

2
x + BZ

2
t = 0# (22)

将( 17)和( 21)代入( 22) ,得

  A ( x , t ) = -
1

3BH
2
Ht
( x Ht + <t )

3
-

C
Bx + A 0( t ) , (23)

其中 A 0( t ) 为待定的积分函数# 

最后将( 17)、( 21)和( 23)代入( 7) ~ ( 16) , 在 A( x , t ) X 0时,我们得到(3) 的下面的相似约

化

  u = -
H( t )
3MB

[ MH( t ) x + M<( t ) + N]
3
-

C
B
x + RH( t ) + H( t ) Q( z ) , (24)

  Z( x , t ) = H( t ) x + <( t ) , (25)

  Ht = MH3, <t = H2(M<+ N ) ; (26)

  AQ cccc+ BQcQd + 3M (MZ+ N )Qc+ 3M2
Q -

      6M
B
( MZ + N )

3
+ 3M2

R = 0, (27)

其中 M X 0, N、R 为常数# 

类型 1  M X 0# (26) 的一般解为

  H( t ) =
1

M0- 2Mt
, <( t ) =

1- N M0- 2Mt

M M0- 2Mt
, (28)

则我们得到( 3)的相似约化

  u = -
1

B M0- 2Mt

M

M0 - 2Mt
x +

1 - N M0- 2Mt

M0 - 2Mt
+ N

3

-

      C
Bx +

R

M0- 2Mt
+

1

M0- 2Mt
Q( z ) , (29)
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  Z( x , t ) =
1

M0 - 2Mt
x +

1 - N M0- 2Mt

M M0- 2Mt
, (30)

其中 Q( Z) 满足(27)# 

如果令 #2( Z ) X 0且

  A ( x , t ) = -
C
Bx + A 1( t ) , (31)

将( 17)、( 21)和( 31)代入( 7) ~ ( 16) , 得

  
#1( Z) = #4( Z) = #7( Z ) = #8( Z ) = #9( Z ) = 0,

#10( Z) = #10 = const,
(32)

  
#2( Z) =

(HZ + G )
2

A
, #3( Z) =

5H (HZ+ G)
A

,

#5( Z) =
3H 2

A
, #6( Z) =

B
A
;

(33)

  A 1tt = A#10H
5
, B ( x , t ) = H( t ) ; (34)

  Ht = HH3, <t = H2(H <+ G) , (35)

其中 H、G 为常数# 将(32) ~ (34) 代入(6) , 我们得到(3) 的相似约化

  u( x , t ) = H( t ) Q( Z) -
C
Bx + A 1( t ) , Z ( x , t ) = H( t ) x + <( t ) , (36)

其中 A 1( t )、H( t )、<( t ) 满足(38) 和(35) , 且 Q( Z ) 满足

  AQ cccc+ BQcQd + (HZ + G)
2
Qd + 5H (HZ + G ) Qc+ 3H 2

Q + #10 = 0# (37)

下面我们进一步考虑两种特殊情形:

类型 2  当H = 0时, ( 34) 和(35) 的一般解为

  H( t ) = c1, <( t ) = G c
2
1 t + c2, A 1( t ) = A#10c1 t + A 0, (38)

其中 c1、c2、A 0 为积分常数# 因此从(36) 和(37) , 我们得到( 3)的相似约化

  
u( x , t ) = c1Q( Z) -

C
B
x + A#10 c1 t + A 0,

Z( x , t ) = c1x + ( Gc
2
1+ c2) ;

(39)

  AQ ccc+ B
2
Qc2+ G

2
Qc+ c3+ #10Z = 0, (40)

其中 c3为积分常数# 

类型 3  当H X 0时, ( 34) 和(35) 的一般解为

  
H( t ) =

1

c4- 2Ht
, <( t ) =

1- G c4- 2Ht

H c4- 2Ht
,

A 1( t ) =
1

3H 2
c4- 2Ht

+ A 0# 

(41)

因此我们得到( 3)的相似约化

  u( x , t ) =
1

c4 - 2Ht
Q( z ) -

C
B
x +

1

3H 2
c4 - 2Ht

+ A 0,

  Z =
1

c4- 2Ht
x +

1- G c4- 2Ht

H c4 - 2Ht
; (42)

  AQ ccc+ B
2
Qc2+ H

2
Z
2
Qc+ 2HGZQc+ 3H

2
ZQ +
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      ( G
2
+ 3HG ) Q + #10Z + c5 = 0, (43)

其中 c4、c5、A 0 为常数# 

类型 4  当 Zx = 0时,即 Z = Z( t)# 

类似于Lou等人的做法
[ 8]
,我们可简单地取 Z ( t) = t (做变换 t y Z

- 1
( t ) , Z

- 1
为 Z( t) 的

反函数)# 对于 Z( t) = t 时, (10) 约化为

  utt + Auxxxx + B( uxuxx + Cuxx ) = BQ cc+ 2B tQc+ BBxBxxQ
2
+ [ ABxxxx +

      B( AxxBx + AxBxx) + CBxx ] Q + AAxxxx + BA xA xx + CAxx + Att = 0# (44)

如同 Zx X 0情形的一样,为了使(44) 约化为一个ODE,我们得到如下的微分方程组

  2B t = B#1( t ) , (45)

  BBxBxx = B #2( t ) , (46)

  ABxxxx + B( AxxBx + AxBxx) + CBxx + B tt = B #3( t ) , (47)

  AAxxxx + BA xA xx + CAxx + Att = B#4( t ) , (48)

其中 #1( t )、#2( t )、#3( t )、#4( t ) 为 t 的待定的函数# 

利用规则( a) ~ ( c) ,我们得到( 3)的新相似约化

  u( x , t ) = a3( t ) x
3
+ a2( t ) x

2
+ a1( t ) x + a0( t ) + exp

1
2
t + t 0 Q( t) , (49)

其中 ai ( t ) i = 0, 1, 2, 3及 Q( t) 满足

  

a3tt + 18Ba23 = 0,

a2tt + 18Ba2a3 = 0,

a1tt + 2B(2a
2
2+ 3a1a3) + 6Ca3 = 0,

a0tt + 2Ba1a2 + 2Ca2- exp 1
2
t + t 0 #4( t ) = 0,

Qd + Qc+ 1
4
+ #4( t ) = 0,

(50)

其中 #4为 t 的任意函数# 

2  结   论

总之, 将Clarkson和 Kruskal引入的直接法和 Lou的改进的直接法应用于( 3) ,本文给出了

源于 Fermi_Pasta_Ulam 问题的非线性发展方程的 4种类型的相似约化# 利用这些约化方程,我

们或许可以进一步来研究( 3)的新解及其它的性质# 这将在以后考虑# 
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Similarity Reductions for the Nonlinear Evolution

Equation Arising in the Fermi_

Pasta_Ulam Problem

XIE Fu_ding,  YAN Zhen_ya,  ZHANG Hong_qing
( Depar tm ent of Applied Ma them atics , Dalian Univ er sity of

Techn ology , Da lian 116024, P R China )

Abstract: Four families of similarity reductions are obtained for the nonlinear evolution equation aris-

ing in the Fermi_Pasta_Ulam problem via using both the direct method due to Clarkson and Kruskal

and the improved direct method due to Lou.

Key words: nonlinear evolution equation; FPU problem; similarity reduction
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