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摘要
�
研究由水动力方程

、

泥沙输运方程和河床变化方程组成的浅水方程的初边值问题
,

讨论

其广 义解 和混合有限元解的存在性
,

并导出半离散混合有限元解的误差估计
,

这些估计是最优阶

的
�
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�
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引 言

浅水方程是水力学 中的一个重要的数学模型
�

近年来
,

关 于这个方程的数值解已经引起

水力学工程师们的极大关注
�

这个方程的数值解有多方面的用途
�
第一

,

用于模拟和捕捉潮汐

起落产生的潮汐能
,

以便于为经济建设服务 �第二
,

这些数值计算可以用于模拟潮汐的区域和

由激烈的暴风雨和地震等引起的咫风和海啸的波涛
,

并利用这些数据制定海岸地区的发展计

划 �第三
,

浅水动力学的模型可以把水流和输运现象祸合起来
,

用于研究海湾和港湾污染的治

理
、

预侧渔业经济投资效果
、

模拟淡水和海水的相互作用
、

控制城市和工业废水和允许排放的

标准 �第四
,

这些数值模拟可以模拟三角洲的形成和发展
、

淤积区的扩展
、

淤泥和泥沙的输运和

沉积而引起河道的变迁
,

以便制定 出有关治理的方案
�

现有的文章〔�
一 � �主要用有限差分方法和一般的有限元方法去处理只包含连续方程和动

量方程的浅水方程 的数值解
�

然而
,

淤泥和泥沙的输运
、

沉积在诸如三角洲的形成和发展
、

淤

积区的扩展
、

河道的变迁等是 自然现象变化的重要过程
,

也是诸如灌溉系统
、

运输河道
、

水 电

站
、

海岸工程等许多水力问题必须考虑的重大问题
�

我国的曾庆存等人 已经利用有限差分方

法提出了包含水动力方程
、

淤泥运输方程
、

泥沙变化方程和河床变化方程的浅水方程的一些数
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值模型
,

模拟了长江口的水流的泥沙冲淤〔�
一 �〕

,

但是没有作有限元方法的数值分析
�

本文研究

包含水动力方程
、

淤泥运输方程 和河床变化方程的初边值问题
,

讨论其广义解 �见第 � 节 �和半

离散化混合有限元解 �见第 � 节 �的存在性
,

并给出半离化的混合有限元解的误差估计�也见第
� 节 �

�

这是 对该 问题研 究的第 � � �部分
�

在该 问题研究 的第 � � �部分也将给 出基于 ��
�

��� � ��
一

� �� �� �� 输运
一

扩散 �方法的混合有限元法
�

本文用到的 ��  � ��� 空间及性质是熟知的�可参见【��� �
�

另外本文使用的 �
,

� ‘和 � ‘�� �

�
,

�
,

… �均表示与剖分参数 � �参见第 � 节 �无关的一般常数
,

不同的地方出现可以不等
�

� 包含泥沙冲淤的浅水方程的广义解的存在性

设 口 � 矿 中一个适当光滑的有界区域
�

在水深变化不大的假定下
,

考虑下面包含水流

和泥沙冲淤的浅水方程
�

� � �水流的连续方程为�参见〔��〕�
�

日� �刁� � � ��
�

�� � � � �在 日 � ��
,

� �内�
,

���

� ���水流的动量方程如下 �为〔�」中所导出的�
�

刁� �刁� � ,
·

� � �
�� �

� � � 二 一 � � �� � � 。� � 赵
� 一 � 。 � , , � � �

�在 口 � ��
,

� �内 �
,

�� �

�骊�淤泥输运方程如下 �也为【�〕中所导出的�
�

刁� �刁� � �
·

� � 二 。 � � 一 �� 。� � ��� 一 �
餐

� �在 口 � ��
,

� �内 �
,

�� �

��� �底床变化方程如下 �也为【�� 中所导出的�
�

刁� 。�刁� � � , � � , � � 。 �尸��� 一 �
肠

� �在 。 �
��

,

� �内�
,

�� �

其中
� � �“

, 。�表示速度向量
,

几 和 �。
分别表示水面的高度和底床的高度而且 � 二 � � �

�。
表示水体的厚度�如图 � 所示 �

�

�是 � �� �� �� 参数�可取为常数 �
,

� 表示垂直方向的单位向

量
,

� 表示重力加速度
,

� 表示粘性系数
,

� 。表示底床障碍物系数
,

�表示沉淀物 �与水混合�的

质量比率 ����扩 �
, 。
表示沉淀物的扩散系数

,
。 表示沉淀微粒的下降速度

,

� ,
表示沉淀输运层

的厚度 �可视为已知函数 �
, � � 表示沉淀物质量输运 的速度 �也可视为已知函数 �

,

而 夕, 表示干

沙的密度 �可视为常数 �
,

�
‘

表示依赖于 � , � �和 � � 的底床运载 函数 �是一个经验函数
,

为了便

于讨论这里假定其为常数 �
�

�� �

水表面

�口 �

� 口�

�口 �

图 � 图 �

�� � 考虑边界条件如下
�

首先
,

假定将边界分为自然边界条件和人工边界条件
,

并分为

如下三种情形
�
刚性边界为 口。 � ,

入流的横截边界为 刁口�
,

出流或人工边界为 �月��例如
,

刁口� 海

湾和开阔的大海为人工边界
,

参见图 ��
�

在 �口 , 上
,

根据物理原理
,

定义为

, � �
, 一 � 刁� � 刁� � ‘ �� 一 �

资 孙

�
� 材 �在 刁口 , � ��

,

� �上�
,

�� �
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其 中
�
是边界上的单位外法向量 �指向外面�

, � 是某个系数
, ‘�� 一 S

替 并

) 是由于湍流而在边

界上吸收的盐量
,

S

’ ‘

是某种饱和状态的含盐量
,

而 M 是 由从边界流人水中的盐量 (但是随边

界变化被忽略)
.
在 刁口: 和 刁口、 上

,

定义为

刁v / a n =
A ‘ 0

刁v / 刁n = B 〕 0

Z 二 Z 。
,

z 。
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,

孔
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·
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·

s
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2
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l
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Z
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、

2
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,
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于是
,

问题(l)
一
( 8) 的混合有限变分问题可叙述为

:
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表示在表面 ‘上的护 内积
.

为了讨论问题( I )的广义解的存在唯一性
,

正如〔2」中所述的
,

需要对边值数据
、

初始数据

以及有关数作物理上和数学上均合理的如下假定
:
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附注 假定(凡)可 以从 so bol ev 空 间的性质〔’01 导 出
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,
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显然
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根据线性抛物型方程的理论知
,

如果 口是护 中适当光滑的有界区域
,

则方程 (14 )
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( 。 ) n 儿)使得

WW

、‘产、.、了、产‘、.户
口

0

, i
,12�,‘2,

‘,‘
目

了.、矛砚、百‘、、了了
脚
. 即 皿

一 四 脚 一
口

v
。

~

v
,

S

。

~
S

,

Z

。

~
Z

,

介
。

、
。

(
n
~

aO )

.

由于一个弱收敛并弱

Z 。 一 Z

, 收敛序列必然强收敛
,

因此有
;..
~ 0

,

1 I

v 。 一 v
l}

,
,

.

~

o

,

I }
S

。 一 s
!1
1

,
.

一 0 (n ~ ao )
.

从而
,

有

v。 ·

7

v
。 _ z

,

w

Z

。

d i
v v

。 _
;

,

价)

=
(
v ·

7

v
,

w
)

,

l i m
(

v
n _ ,

·

V S

。 ,

必) = (v
·

v s

,

沪)

二
(
Z d i

v , ,

价)

而且存在正的常数 M0
、

M

,

M0
落 Z ‘ 机

,

、

对: 和 M 3使得

? ? }}
。

,

. ‘ M
Z ,

用任意的 x ( t) 任 C ,
( 【0

,

T
] )

,

x ( T )

二
x ( 0 )

积分可得

l! v s }}
。
.
。 ‘ M

3 .
( 24 )

= O 乘(14)
一

( 17 ) 并在【O
,

T] 上积分
,

再由分部
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。
〔(Zn

,

笋x
‘

)

一
x ( Zn d i

V v一1
,

价)dt」
= o (V 必任 玛 )

,

{ (

v
。 ,

w
x

’

)

一
x 〔(

v。 ·

v
v

,
卜 , ,

w
)

一
f ( k

/ v 。 ,
w

)

+
g

(
Z

n

( 2 5 )

+ z 。, . ,

d i
v w

)

-

月

!

�广

!一一

、

、,产‘、.产
�卜旧一,夕门‘

2

.

口
J,

左( 7
v 。 ,

v w
)

一
c
。
( I

v卜 , I v 。

/ z

n _ , ,
w

) l }
d : =

「r
「 / 。 、 / ‘

n 、 : , .

一 卜 Z L\乙 。 + z ‘o ,

w

.
n /

刁。
.
U 刁。

、

一 \ 凡 + 0
,

w / 刁口
.
U J口 J Q ‘

J O ‘ J ‘ ,

( V

w 任 y l)
,

一

[0T

“‘
, ‘ ,

、”
一

: 〔‘

一
7“一‘, 一(v “,‘ ,

v ‘, 一 a。
( S

。 一
S

‘

)
/

Zn

_
:

‘
<
S
。

「
r ,

一
J
。、名“

一 s ”
,

沪>
。。 : 一

< M

,

必>
刁。 ,

」}
d ,

( V 必任 Y0s )

狱
’

)
d t

二

j0T

:

!箭
‘“

矛

一 “
‘ ,

“, 一
( 、

, d i
v v , ,

, )」
d‘ ( v , 。 玖)

一 , o ,
w

)

=

(
z

。 一
2
0 ,

协) 二
( s

。 一 5 0
,

沪)

沪)
刁。 ,

=

(

5
0

,

沪)
。。,

(

: 任 仁0
,

T
3 )

.

(
2 8

)

二
(
: 。。 一 :

呈
,

, )
二 o (

: 二 0 )
,

( 2 9 )

( 3 0
)

住月V
S

J

‘
、尹

‘
、

在(25) 一 ( 3 0 )中取

知(20) 的 ( ,
,

Z

, : b

n
一洲卜 的 的极限

,

再用分部积分
,

并根据 x (t ) 的任意性
,

再由(2 2) 和 (2 3) 可

设 (v Z 苦 :

犷

S ) 满足问题 ( 工)
.
也就是说问题 (工)至少存在一个解

.

,

亏) 是问题(工)的另一个有界的解
,

即满足问题(工)和(13 )
,

则有

一 z 厂
,

价) + (z d i
v v 一 z

”

d i
v v

’ ,

协) 二 o ( V 协任 Y2 )
,

(
3 1

)

一 v
户

,
w

)

+

g
(

Z
+ : 。 -

7 , 一 v ‘ ·

7
v

‘ ,
w

)

+

f ( k
x

(

v 一 v ‘

)

,
w

)

-

,

乙叭

+ A ( V (
, 一 v ‘

)

,

V w
)

+
苦Ln

公一

(v.
了

C。 ( I ,
}

( s
‘ 一 S

, ,

必)

a。
( S / Z

‘
< S

一 亏

v/ Z 一 I v
祷

,

d i
v

w
)

!
v

苦

/ Z w
)

+

(

v
·

7 5
一 v ‘ ·

7 5

,

沪)

一
S / Z

’ ,

沪) + 。。
( S

’

/ Z

‘

( V
w 任 Y ,

)

,

。
( 7 ( S

一
S )

,

V 沪) +

(32 )

一
s

并

/ z

,

沪)
+

z
二

,

, )
=

= 0

( S
一

( V 价任 Y0
3
)

S
,

, ) ( V , 任 Y2 )鲤自,0)

,

0
)

z
(

, ,

0
)

=
z

’

(

· ,

0
)

,

s
(

· ,

0
)

二 S (

· ,

0
)

,
: 。
(

· ,

0
)

孔‘
了

‘
、

V

S }

,月 ,

在(31 )中取 笋=

= 5 1。。
, ·

Z
一 Z

开 .

( 3 3
)

(
3 4

)

=

叮 (
· ,

0)

,

(
3 5 )

( 3 6 )

一 Z
赞

并由(13 )
、

H o l d
e r 不等式和 Cauehy 不等式可得

】!吕蕊 一( Z d i
v , 一 z

’

d i
v , ‘ ,

z
一

z
’

)
I
二d一dtl一2

} ( Z di
vv

M : }} z
-

一 Z
’

d i
v v +

Z

‘

d i
v v 一 Z

‘

d i
v v

‘ ,

Z
一 Z

‘

)
l 蕊

z
’

1 ! 吕
+ 万 , 一 , ‘

) 1 }

。
}{
z 一 z

‘

1 {

。 蕊

C }1 2
一 Z

‘

其中 0
。和下面用到的 0‘( i

w
all 引理可得

{}吕
+ o。 }}

= 1
,

2

, 二
’

! ]

7

(

,

V (
v 一

都是可以任意选择的小正常数
.

(37)

积分该不等式由 Gro
n-

z 一 z
’

{1 吕感 翻。
{} 7 (

, -
( 3 8 )

一



罗 振 东 朱 江 曾 庆 存 谢 正 辉 79

利用 (13 )
、

枷de
r不等式和 C~ hy 不等式有

l ( v
·

甲 v 一 v 肠 ·

V
v

签 ,
v 一 v ’

) I
二

l (
v

·

V

, 一 v 势 ·

V

v + , ‘ ·

V

v 一 v 路 ·

V

v
’ ,

v 一 v ’

) l ‘

从 }}
, 一 , ’

}1若
+ ‘胚: 】} , 一 v ‘

}!

。
!! V (

, 一 , ‘

) 1】
。 岌

e }{
, 一 , ’

11名
+ a;!} 7 (v 一 v ’

) } } 吕
,

而且再由(38) 有

l ( 1 v I v / Z 一
1
v .

I
v 苍

/ Z

,
v 一 v 拐

)
I
二

l ( 1
v

I
v / Z 一 I v

’

I
v
/ Z

+
I

v
’

I
v
/ Z

一

j v
‘

I
v

/ Z

’
+

I
v

’

j
v
/ Z

‘ 一 I v
’

I
v

份

/ Z

务 ,
v 一 , 铃

)
l 鉴

(3 9 )

,‘
汀口

+

,翻
0

C
! }

, 一

C !}
v -

1 1 1 v
.

I v ( Z
书 一 Z )

.
\ 1~. ” ” ‘

.
. .

一
, . 弓

二
, 一

v ,‘。 十

队 zz
· ’ r 一 护

, {
‘

v (
, 一 , ’

) } l 飞
,
( : ,

)

其中 B
: ==

到(k x (v

份
。.

在(32) 中取 w
二

V ee V
’ ,

由H 6ld
er不等式

、

C
a u e

h y 不等式
、

( 3 9 )

、

(
4 0 )

(
4 0

)

,

并注意

一 v ’

)

, , 一 v ’ 二
0

,

可得

1 d l-.
二
~ ~丁一 1I V 一 V

Z d ‘
蛋

端
A+,‘0

十
,‘
0

Z

苍

酬
注一4+此

酬

�.�v伽v叫7叮
C .1 , 一 v ’

}!
几 一 :

亡}}孟)
+ 夕1 }}

从 0 到 t 任 〔0
,

T] 积分这个不等式

并由 Gro
nw al l引理和 (38) 可得

*

轰
‘”z

-

+ 0: }{ 7 (
v - , ’

) l j 飞
,
( : , )

.

,

让 8。
、

0
, 、

0
: 足够地小使得 01 + 扮: + 9 2C0

0/ (Z A ) 蕊

(4 1)

A /4
,

11

, 一 v ’

”卜
, ’

在(33) 中取 沪

11吕
十 注 }} v (

v 一 v ’

) l }会(
:, ) ‘ c 11

2。 一 z
言!l飞

,
(
: , )

,

I } 飞
,
( :

,
)

=
S
一

S

+ 注 l} v (
, 一 , ‘

) 11 至
,
( 扩) 蕊 c }f

z 。 一 z
言l}岌

,
( : , )

.

,

由(13)
、

H6l

d
e r 不等式和 C

auehy 不等式可得

(4 2)

(4 3)

7 ( S 一
S

‘
}} S

一 亏}!
。

,

。。 , ‘+
02、,卢了

C
+

02�

S

工S

d一dtl一2

+
伟‘
0、.产一

S
�ll8+

,翻
0

l (
v

·

7 5

a 。
( S / Z

一

口3 }}
? 一 , ’

一 v

二 7 5 + v 补 ·

7 5

一 v 肠 ·

7 5

,

亏/Z
‘ ,

S
一 亏) 一 , ( S

’

/ z
一 s

势

/ z

’

S
)

+

S ) ! 鉴

05 }} z
一 z

势

+

口; }} v (
v 一 v ’

)

c 】} v (S
一 亏) !!

+ (。/ 2 ) }}

S
一

,

S

·

V
(

S

孟
.

(44 )lI3

积分这个不等式并利用 G m
n
wal
l引理

、

( 3 8) 和 (43 )可得

!1 5
一 亏!!名

+ 。
}} 7 ( s

一 亏) }}1
,
( : ,

) ‘

C0
3
】】

, 一 v ‘

】!

c0
5
}}Z

一
Z

赞

岌
,
( ‘, )

} }飞
,
( 扩)

+
c0
4
I} v (

, 一 v ‘

) 1 1 飞
,
( 广) +

‘ 8 6 】}
z‘ 一 z

言11飞
,
(
: ,

)
,

其中 0
6 二

c ( 0
3 +

0
4 +

8
0
0
5
)

.

在(34) 中取 , 二 z 。 一 ‘
,

并利用 H ‘ld
e r 不等式和

式可得

(45 )

eau ehy 不等

、.尹、声、
」

‘U7

.

44

‘了.、了.、

.

20
舀月....
门一

S
一S

�.几....
.

,口
口甘

+

内‘
0

口....

胜
月盆.下�...........

1上 二 ”
,

,

_
,

户

2 d t 一
。 一 。

感
cl }

z。 一
对Il8

积分这个不等式
,

并 由(44 )和

}!
:。 一 :

矛11
:,

(
: , ) ‘

G m n w al l引理可得

“
66, } }

: 。 一 :
咨}}
:, ( : , )

·
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让 夕6
、

8
: 足够地小使得 C0

68: 感 l/ 2 可得 z。 二 z

矛
.
因此

,

由(43)
、

(
4 5

) 和(38) 可得
, == v “ 、

S
= 亏和 z = Z

‘ .

这就证明了问题( 工)的解是唯一的
.
定理 1证毕

.

2 包含泥沙冲淤的浅水方程的混合有限元解的存在性及其误差分析

设万是剖分单元为 Ki ( i
二 1

,

2

,

…
,

幻 的拟一致三角形剖分〔”
一 ’4〕

,

并记 di
am (Ki ) 二 h

‘和

h = m ax { h
:;i = 1 ,

2

,

…
,

k
}

.

定义三个有限元空间 Yl 、 c y ;
、

几、 c 几 和 玛、 c 玛 如下
:

y l、 =
{
w 、 任 Yl 门 CO(几) , ; w * l

“ 凡
+,

( K )
2 ,

v K 任 万}; (45)

Y2 、 =
{ 价

、 任 Y2 ; 协、 } 、 任 p 。 ( K )

,

V K 任万}; (49)

Y3 、 =
{ 沪

, 任 Y3 门 co(几); 必、 l 、 任 p 二 + , ( K )

,

V
K ‘万}; (50)

其中 m 〕 0 是整数
,

尸m( K ) 表示次数不超过 m 的多项式空间
.
那么

,

问题 (工)的混合有限元

解可叙述为
:

问题 ( I 、
) 求 (

v、 ,

Z
、 ,

: 。、 ,

S
、
)
:
〔0

,

T
] 净 Yl、 / 玖、 / 儿、 x 巧、

使得 S
、
l
。。2 二

s
。
满足

(Zh
: ,

协、) +
( Z

h d i v v 、
,

必。) = 0 ( V 笋、 任 Y2
、
)
;

( 5 1 )

(
v 人, ,

w 、
)
+

(
v ;

·

v
v 、 ,

w 、
)
+
f ( k

x v 、 ,
w 、

)
一 g ( Zh

+ : 。、 ,

d i
v w ;

)

+

注( 7
v h ,

7
w h

)

+
C
。
( ! v h I v ; / 氛

,
w 、

)
=

、
声、,Z、、l‘

,‘内‘�
4

曰、J工工Jl�f‘飞了、‘、了产‘、一
<
z 。 + 孔。

,

,

沪、)

‘
(
S h

+
(
v ;

·

W
h

’

7 S
h

n

>

。。Z u 。。。 +

<
A

+
B

,
w *

>

。n Z u
。。3

必、) + 。
( ? S 、

,

v 必、) + a 。
( ( S

、 -

( V
w * 任 yl、 )

S
‘

)
/ 氛

,

汽) +

一 s “
,

沪、>
。。:

刀
‘

)
一

S
升

+

(
M

,

必、>
。。: = 0

,

, 、)
一
( h

:
d i
v v , ,

专、)

( V 汽 任 Y0s
*)

,

( V 仇 任 几。
)

,

人研
‘‘么

Z口t、ZJ、

二
p

,
v o

,

氛(x
,

o
)

=
R
、
5
0 ,

: ‘、
(
x

,

o )

rh
ZO

,

r
hz 呈 (x 任 。 )

, ( 5 5
)

、,Z、l了

n0XX

J
了
、了‘t、

h凡
r..亡
t

其中 Y0s
* =

Yoa n 巧、 ,

&
!
。。2 =

s
。
表示满足 (A

S) 的函数 S。在 几上的插值并在 aO
Z上满足

此不等式
,

凡 表示从 Yl 到 Yl 、
内的护 投影

,

即对于任意的 w 任 Y ;都满足

(w 一
Ph

w
,

w 、
)

=
0 ( V

w * 任 Y1
*
) ; (56 )

又
,

几 表示从 玖 到 几。
内的 护 投影

,

即对于任意的 笋任 几 都满足

(笋一 rh 协
,

价、) 二 0 ( V 笋人 任 几、
)
;

( 57 )

最后
,

R
、
表示从 儿(或 Y0s ) 到 玛

、
(或 Y0 3、) 内的 尸投影

,

即对于任意的 必任 几(或 Y0 3h) 都满

足

(沪一
凡沪

,

汽) = o ( V 必、 任 巧h或 Y0s )
;

易知
,

算子 尸、
、

rll 和 R 、 满足下面的逼近性质「‘卜 川 :
(58)

}l w
一 I, hw }1

:
‘ c 入卜

‘

}}

w

!{

r

(
w 任 扩 (。 )2 ; : = o

,

l ; : ‘ : < m + 2 )
,

(
5 9

)

{ ! 笋
一 ;
淤!{

;
‘
Ch
卜

‘

!! 协!}
;

(价任 万
『

( 口)
2 ; ; 二 o

,

l ; ; 鉴 r ( m + l )
,

(
6 0

)

{ I 价
一 尺孙{}

:( c人一 }{劝}!
:

(沪任 扩(a ) ;: = o
,

1 ; S 落 r ‘ m + 2 )
,

( 6 一)

为了分析问题( 工
、
)的混合有限元解的存在性及其误差估计

,

还需要对 凡 和
v,
作类似于

【21 中的
、

物理上合理的有界性假定
,

即存在不仍赖于 h 的正的常数 c
。 、

c
; 和 c :使得

C。 ‘ Z 、 蕊 C , ;
!{

v ;
{ !

: ·
( 二 ,

, ·
) 蛋 c 2

.
(6 2 )
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定理 2 在定理 1和 (62) 的假定下
,

问题( 工
、
)存在唯一的解

.

证明 由于问题 (工
,
) 是一个常微分方程组

,

所以由 Ca rat h6od
ory 定理可知

,

其在 【O
,

t 、」

t、 ‘ T 上存在一组局部的最大解
.
在(53) 中取 沪

* 二
s
* 一 s 。

,

并利用假定 (6 2) 可得

沪、 {}吕
+ : 吕

+ ‘

11 沪
、
!l后

,

。。1 +

鄂.州1汉
l(v、 V (沪、 +

:
( V S 。

,

汽 ) +

沪、) } + 碧
勺 O

{ ( S
。

‘ 一< s
。 一 S

爷

兰
2

v 沪, 1! 吕
+ c 沪、 {!吕

+

汽 >
。。 t

C
!{
S 。

一 s
井 ,

沪、) I + I ( S
。‘ ,

沪、) l +

l + l
( M

,

S
、
)

。。: I 鉴

一
S

’

l! 名
,

。。: +

附
+

h、、.少刃,

驯0

S

合‘, 汽 !{
积分这个不等式并利用

s。‘
}{吕
+ C }{ v s。 }}吕

.
(63)

引理可得

s、 {!孟
+ 。

{!
v s h

2 ( 11 沪
、
}1吕
+ 。

毛
,
( : ,

) 十 v s
、
11飞

,
( : , ( 。。 t)) 〔

s 。
{l吕
+ ‘

1}
v 沪、

v s 。
}}

tl飞
,
( :

,
) + ‘

飞
,
( 乙,

) + ‘
11

!} 汽

甲5 0

11岌
2(乙, (

。。 :) ) +

}l飞
2(乙, ( 。。 ,

) )
) ‘

C t} S
。 一 s

’

}l 及
,
( :

,
( 。。:)) +

cM

+
c fl 5
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是经验常数

.
这样

,

用定理 1 一
3 同样的论证方法可得到同样的结论

.
此外
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如果

将有限元空 间取为 牲‘ c d (乙)
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那么问题(工
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这样

,

可以用 (85) 替换假定(62 )
,

并能得到定理 2
一
3 同样的结果

.

到此
,

我们已经分析了包含泥沙冲淤的完全非线性浅水方程的广义解和半离散化的混合

有限元解的存在唯一性
,

并导出了半离散化的混合有限元解的最优阶估计
.
关于问题( I

h)沿

着特征方向离散时间的全离散化方法将在本问题的第( n )部分讨论
.
我们将证明这种全离散

化的混合有限元法具有很好的收敛性
.

[参 考 文 献 ]

[3〕

Be nn云dez A
,

R 阅时小犯z C
,

V 汕犷 M A
.
氏山加9 5加山。w w 川比r 训网心ons by

a m 妞曰 认甲助clt 灯川te el e
-

m ent m eth od 〔Jl
.
块认 J 刀公”盆日r A 物以

,
1卯1

,

n (
1

)

:

79 一97
.

Chi P以场 S
,

D

aw
so

n
C N

,

M 巨rt in eZ M L
,

以 以
.
价川切 ele m e nt 娜)P rO 刘叭加吐ons to th e 日ys te m of

s加山。w

w 川比r 哟四止onS I
:C心nU n uO 留

,

均m e a p ri ori en 戈叮 留均侧劝留【J]
.
S从衬 J 八恤”“甲 注劝以

,
1
99

8
,

35 ( 2)

:

6 9 2 一71 1
.

招佣地
。v V l

,

C
冲c加如吐h w E

,

印洲触拍苗 A ,

et 以
.
肠比e毗 心曰陀l叩m enl比 in th

e n 切m e ri c 目 滋m 汕心on

of shall
ow w at er 阅边山

ons
n
:T en 堪心旧 由义花仕. 目如〔J]

.
用么眺 别钦加. 价口狱闭臼内即忍及葱

,
1

99
4

,

55

〔4)
:533一566

.

,月.J飞.J

l2

卜..‘r..‘



包含泥沙冲淤的浅水方程的混合有限元法(工)—
时间连续的情形

〔4] 傀。5 11卜ov V l
,

Q
u 别rt e r o r u A

,

S al e ri F

.

Re ce nt d

eve

l叩Ine nts in the n切m e ri c ai 绷川ad帕 of shail ow

w ate
r equation 工

:
Bo un

d卿
con dit ions 〔J〕

.
肉叩之如~

龙阮认
,

1
99

4

,

15 (
l

)

:
1
75 一200

.

〔5」 GI习y W G
.
A fi i1i te e l

m

e nt s t u d y o f ti
dal

fl
ow

d
ata for

th e n o d 力 se
a
an d E

n
gl is h

c加盯m el [J〕
.
A如

W 瓦公份 Res
,

1 9 8 9

,

1 2
(

1
)

:
1 4 3 一154

.

〔6」 Gray W G
,

D r o le t J

,

幻nm n ar k 1 P E
.
A s如口atlon of tid

al n o w in th e s o u th
em

p
art of th e n o rt h se

a

助d Eng u
sh eh
洲
el[J]
.A如 物ter Res

,

x 9 8 7

,

1 0 (
x

)

:
1 3 1 一137

.

〔7〕 G U O Do
ng
~Jian

,
Z E N G Q

ing

一
c

un

,

ZH

U J i
an g

,

et 以
.
Lon g

一

te

nn

c o
m P u 。吐10加目 m od

e
腼9
rese
arc h on

nverse dlinentatlon an d de lta evo lutlon 【J〕
.
a 乞”职。t初 a

耐 刀九城叨撇en
‘以 五郎召。允九

,
1
99 6

,

1
(

l
)

:

30 一

37.

〔8」 ZE N
G Q in g

一
c

un

.

Sil

t
se

di m
en

ta t i

on

al
l
d

rel

e v a n t e n
g in e e

rin

g p r o
b 】em 一an ex翻叩le of na tul 川 cybe r

-

ne ti
es [A 〕

.
ICIAM 95 held 加 H

am
b ur g

,

In

二尸roc e e d乞匆 of 枷 了九乞川 尔￡曰, 以‘勿劝以 CO
”夕”绍5

on ll 以此
·

亡洲如2 a
nd

月瑟切l钻d M 比口铸竹乙以初吕 ,

川巨den de ve ri 昭
,

1
99

5

,

46
3 一48 7

.

【9」 ZH U Ji an g
,

ZE

N G
Q

in g

白

c

un

,

G U O D
o n

g j

ian

,

et 以
.
Se nS lti讨ty an 司妙sis of hy 山ra 曲以sedi m ent tr 田坦

-

p
ort

num

e ri e滋 m o de
l〔J〕

.
J S‘d 乞m 抓tR es召a卿九

,

一
99
8

,

i
(
2

)

:
8 9 一96

.

〔10 」 Ad axn
s R A

.
So bolev枷配es 〔M 〕

.
New York :八￡a d e n u c P re ss

,

1
97 5

.

〔川 忻孝康
,

刘濡勋
,

蒋伯诚
.
计算流体动力学〔M 〕

.
长沙

:
国防科技大学出版社

,

1 9 89

.

〔jZ〕 Gir aul t v ,

R 力讨
art

P A
.
尸葱介众e E 趾竹“界 t A 钾

~

瓦口彻 of the
八恤““卜及。触绍 刀q“以勿舫【M 〕

.
B心吐加 ,

H e i
de

l b e
rg

,

N e
w

Yo rk

:

印rin ger- Ve rl ag
,

1 9 7 9

.

仁13 } ci axl et P G
.
”之召凡瓜te E 绪m en t油伽‘fo

二

EU
切疵 尸六〕b 乙“阴活〔M 〕

.
八月旧比rdaj m :N on 力

一

H
o li 助d

,
1
97

8

.

〔14 」 罗振东
.
有限元混合法理论基础及其应用

,

发展与应用〔M ]
.
济南

:
山东教育出版社

,

1 9
96

.

【巧〕 Brezz i F
,

F
o rt in M

.

万云浇d a nd 月勺b月d Fi
几乞te 刀劝n en t

Me
thodS 〔M 〕

.
Ne w YO

rk ,

E 论r lin
,
H e l d e

lbe

rg
:

即rin ge 卜ve ri ag
,

19 91

.

M 认ed F in ite E lem en t M eth od s fo
r th e Sh ai lo w 硒恤te r

E q u at i
o
ns Inc

lu d i
ng

C u了r e
nt

a n d S i it

S e d 加
entation (工)一T he C ontinuous

.T妇n e C as e

LU
o Zhe n- dollg

,
,

2
,

哥n J Jian g
Z ,

皿Ne Qmg
一
e

UnZ

,

X I E
Zh

e

ng

~

h ul
Z

(
1

.

刀印“八”“胜t of 对比‘九盯,泌￡初s 江沁甲落城 八砂尹”“材 U 讹初翻咄艺勿
,

刀仑衫乞匆 l0( X) 37 ,

P

.

R

.

C 九诬九“ ;

2
.
Z h ‘瓦扭te of A ￡仍O即加甲幼 于大娜俪

,

石九舒之‘s e A c 以扮m 夕of 及乞召刀刃e s ,

及恋乞匆 10(X)29
,

P

.

R

.

C 无乞九“ )

A b s tr a c t :

An 加tial
一

b 。朋daJ甲
vaj ue p ro bl em

fo r sh aij o w 阅uati on
System c

ons
访tin g of W ater dyn

axn

-

ics eq uati
on‘ ,

sll
t tr

哪
Port eq uation

,

th
e

eq
u a 口o n of b o tto lll to P o g珑甲妙 chan ge

,

an
d

of
s o r n e

b
o

un
d aJ 甲

an d 而U目 con di ti ons 15 stu山ed
,

th
e e X 治te n c e of its ge

n e ral is e d so l
u tio n 即d se 而山sc re te m 议ed 丘币te

el em ent(M F E ) so luti on w as di sc ussed
,

叨d the en勺r es ti m at es of th e s e xul di s c比te M F E sof u oo n w as

de ri
v ed

,

T

be

e
rr

o r e s
t 吐n 川记5 ar e o P往m ai

.

K e y w o r面
: m议ed 丘苗加 elem ent m ethod

; s比山o w w at er eq”心on ; en劝
r e s往m at e ; cL盯ent and silt


