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摘要:  研究了 Van der Pol_Duffing振子在谐和与随机噪声联合激励下的参数主共振响应和稳定性

问题# 用多尺度法分离了系统的快变项,并求出了系统的最大Liapunov指数和稳态概率密度函数,

还分析了失稳、分叉和跳跃现象, 讨论了系统的阻尼项、非线性项、随机项和确定性参激强度等参

数对系统响应的影响# 数值模拟表明所提出的方法是有效的# 

关  键  词:  参数主共振;  Van der Pol_Duffing 振子;  多尺度法;  最大 Liapunov 指数;  

稳态概率密度

中图分类号:  O324   文献标识码:  A

引   言

研究含有参数激励的非线性随机动力系统具有重要意义,与研究随机外激振动相比研究

参激随机振动更为重要, 理论上也更不成熟[ 1]# 当系统受到谐和及宽带噪声联合作用时,已经

有一些研究[ 2~ 6] , 当受到谐和及窄带噪声联合作用时,作者[ 7]对 Duffing 系统进行了研究# 本

文研究了Van der Pol_Duffing振子在谐和与随机噪声联合激励下的参数主共振响应和稳定性问

题# 用多尺度法分离了系统的快变项, 并求出了系统的最大 Liapunov 指数和稳态概率密度,本

文还分析了失稳、分叉和跳跃现象,讨论了系统的阻尼项、非线性项、随机项和确定性参数激强

度对系统响应的影响# 数值模拟表明本文提出的方法是有效的# 

1  基本公式的推导

考虑同时受谐和与随机噪声参激的 Ven der Pol_Duffing振子

&u + EBÛu + X2( u + EA1u
3
) + EA2Ûu 2

u + E( h cos 80 t + N( t ) ) u = 0, (1)

式中 E n 1为小参数, B, X, A1, A2, h , 8 0都是常数, N( t ) 是随机噪声项,

N( t ) = kcos( 81 t + CW( t) ) , (2)
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式中 k > 0为随机激励的强度, 81为中心频率, W( t ) 是标准Wiener过程, C\ 0为带宽# 由

Wedig
[ 9]
可知当带宽 C充分小时, N( t ) 是窄带随机噪声, 本文主要用多尺度法

[ 9]
研究这种情

形,多尺度法近些年来在随机系统中也有应用[ 7, 10, 11]# 设系统(1) 具有如下形式的解# 

u ( t , E) = u0( T 0, T 1) + Eu1( T 0, T 1) + ,,  T 0 = t ,  T 1 = Et# (3)

本文只对首次近似解 u0( T 0, T 1) 进行讨论# 记 D0 = 5/ 5T 0, D1 = 5/5T 1,则有

d
dt

= D0+ ED1 + ,,  d
2

dt 2
= D

2
0+ 2ED0D1+ ,, (4)

将方程( 3)、( 4)代入方程( 1)中,并比较方程两边 E同次幂的系数,可得下列微分方程组:

D
2
0u0+ X

2
u0 = 0, (5)

D
2
0u1+ X

2
u1 = - 2D0D1u0- BD0u0- A1 X

2
u
3
0-

A2(D0u0)
2
u0- ( hcos 80t + N( t ) ) u0, (6)

方程( 5)的解为

u0( T 0, T 1) = A ( T 1) exp( i XT 0) + cc, (7)

式中 cc表示前述各项的共轭, A ( T 1) 是响应的振幅# 将(2)、(7) 两式代入(6) 式可得

D
2
0u1+ X

2
u1 = - 2iXAcexp( i XT 0) - i XBAexp( i XT 0) - ( A1- A2) X

2
A
3
exp(3iXT 0) -

    (3A1+ A2) X
2
A
2�A exp( iXT 0) -

A
2

hexp[ i( 8 0+ X) T 0] -
�A
2

hexp[ i( 8 0- X) T 0] -

    A
2

kexp[ i( 81 + X) T 0+ CW( T 1) ] -
�A
2

kexp[ i( 8 1- X) 30+ CW(T 1) ] + cc, (8)

式中 Ac, �A 分别表示A 关于T 1 的导数及共轭# 本文讨论系统(1) 的参数主共振响应# 

2  参数主共振情形 Ñ

设 80 U 2X,但 81远离 80,引入调谐参数 R, 80 = 2X+ ER# 令(8) 式右端中的奇异项为

零可得

2iXAc+ iBXA + 3AX2A 2�A +
h
2
�A exp( iRT 1) = 0, (9)

式中 A= A1+
1
3
A2# 将 A 表示成极坐标的形式

A(T 1) = a( T 1) exp[ iU( T 1) ]# (10)

将( 10)式代入( 9)式并分离实部和虚部可得

ac = -
B
2

a -
a
4X

hsinG,  aGc= Ra - - 3AXa2-
a
2X

h cosG, (11)

式中 G= RT 1- 2U# 由(11) 式解出 a 和G后,可得方程(1) 的首次近似解为

u = 2a( Et ) cos
1
2

( 80 t - G( Et ) ) + O( E)# 

211  稳态解及其稳定性

显然零解 a = 0是方程(11) 的解# 对于非零的稳态解满足 ac= 0, Gc= 0, a X 0,由(11)

式可得系统(1) 的稳态振幅的首次近似为

a =
1

X
R
3A

? 1
6AX

h
2
- 4X2B2

1/ 2

# (12)

通过分析,在 R_h平面上可将方程(11) 稳态解的稳定性区域分为如下三个区域

区域 Ñ= ( R, h) : R< 0, h < 2X B
2
+ R

2 G ( R, h) : R> 0, h < 2XB ,
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区域 Ò= ( R, h) : h > 2X B2 + R2 ,

区域 Ó= ( R, h) : R> 0, 2XG< h < 2X B2+ R2 ,

图 1 稳态解稳定性的参数区域

三个区域如图 1所示# 在区域 Ñ中只有零解是

稳定的,这时对于任何初始扰动系统( 1)的响应都将

衰减到零# 在区域 Ò中只有一个稳定的非零的稳态

解,对于任何非零初始扰动系统( 1)的响应都将收敛

到这个非零的稳态解# 在区域 Ó中零解和大的稳态

解都是稳定的, 对于不同的初始扰动, 系统( 1)的响

应可能衰减到零,也可能收敛到这个大的稳态解# 

212  分叉及跳跃现象

取 R为分叉参数而h > 2XB为常数,当 R由小值

逐渐增大时 a 的变化在图 2中如曲线 A 1A 2A
c
3所示,

在A 2处即当 R= R1 = - (2X)- 1
h
2
- 4X2B2时,稳态响应将从零变为非零,故 R1为系统的一

个分叉点# 设开始时系统的稳态响应为零, 当 R由大逐渐变小时a的变化如曲线A 3A
c
3A 2A 1所

示, 在A 3处,即当 R= R2= (2X)- 1
h
2
- 4X2B2时,稳态响应将从出现 A 3到A

c
3的跳跃, 故 R2

也为系统的一个分叉点# 

取 h 为分叉参数而R > 0为常数, 设初始时 a 的值为零, 随着 h的增大a 的变化过程在

图 3中如曲线 B1B2B3B
c
3D所示, 在 B3即当 h = h1 = 2X B2+ R2时, 将发生从 B3到 B

c
3的

跳跃# 设初始时 a的值非零,随着 h从大逐渐变小, a的变化如曲线DB
c
3CB2B1所示,在 C即

当 h = h2 = 2XB时将发生从C 到B2 的跳跃,故 h1, h2都是系统的分叉点# 

) 稳定解, ( 不稳定解            ) 稳定解, ( 不稳定解

图 2 系统频率响应分叉图            图 3  系统响应分叉图

213  数值模拟

由( 2)式定义的随机过程 N( t ) 可写为如下形式

N( t ) = h cos( U( t ) ) ,  ÛU( t ) = 81+ CF( t ) ,  F( t ) = ÛW( t)# 

为方便起见, 本文数值模拟中设 F( t ) 的谱密度 SF( X) 仅当0 < E [ 2X0取值为1,而在其它频

率处取值为0, 则 F( t ) 可用下式进行数值模拟[ 1]

F( t ) =
4X0
N E

N

k= 1
cos

X0
N

(2k - 1) t + Uk , (13)
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式中 Uk 是(0, 2P] 上均匀分布的独立同分布随机变量序列, N 是一个较大的整数# 取

N = 1 000, E= 011, B= 015, X= 110, A1 = 0107, A2= 0109, k = 110, C= 110, 81= 10# 

用四阶龙格库特法可计算出的系统( 1)的响应# 当 h = 310时 a关于R的变化曲线的数值结果

和由(12) 给出的理论结果见图 4# 当 R = 110时的理论与数值结果见图5# 跳跃现象也在数

值模拟中得到了证实# 

) 稳定解, ( 不稳定解, . . . 数值解      ) 稳定解, ,不稳定解, . . . 数值解

图 4  系统频率响应曲线           图 5  系统响应曲线

3  参数主共振情形Ò

设 81 U 2X,但 80远离 81,引入调谐参数 R, 8 1= 2X+ ER, 令(8) 式右端中的奇异项为零

可得

2iXAc+ iBXA + 3AX2A 2�A +
k
2
�A exp( iRT 1+ iCW(T 1) ) = 0, (14)

作变换( 10)可将( 14)式化为

ac = -
B
2

a -
a
4X

ksinG,  aGc = Ra - 3Awa
3
-

a
2X

kcosG- aCWc, (15)

式中 G= RT 1- 2U+ CW(T 1)# 由(15) 式解出 a 和 G后,可得方程(1) 的首次近似解为

u = 2a( Et ) cos 1
2

( 81 t - G( Et ) ) + O( E)# 

311  零解及其稳定性

显然零解 a = 0是方程(15) 的稳态解, 下面讨论它的稳定性# 方程(15) 的线性化方程为

ac = -
B
2 a -

a
4XksinG,  Gc = R-

k
2XcosG- CWc, (16)

令 M= lna, 方程(16) 可改写为如下 Ito方程的形式

dM= -
B
2

-
k
4X
sinG dT 1,  dG= R-

k
2X

cos G dT 1- CdW# (17)

由方程( 17)可得马尔可夫过程 G( T 1) 的稳态概率密度函数 p ( G) 对应的FPK方程为

d2p

dG
2 -

d
dG[ (�R- �kcosG) p ] = 0,  �R = 2RC

- 2
,  �k = kX

- 1
C

- 2
, (18)

由方程( 18)解得

p ( G) =
exp �R G+ 3

2
P - �k sinG

4P2Ii�R(�k ) I- i�R(�k ) Q
G+ 2P

G
exp - �R x +

P
2

+ �k sinx dx , (19)
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式中 In( x ) 是第一类贝塞尔 I函数# 根据Oseledec[ 12] 乘法遍历性定理,由方程(16) 零解的最

大Liapunov 指数 K可得零解几乎必然是稳定的充分必要条件, 即当 K< 0时零解几乎必然稳

定, K> 0的零解几乎必然不稳定# 由(17)、(19) 式经计算可得

K= -
B
2

-
k
4X
E[ sinG] = -

B
2

-
k
8X

I1- i�R(- �k )

I- i�R(- �k )
+
I1+ i�R(- �k )

Ii�R(- �k )
# (20)

当 B= 010, X= C= 110, K关于R, k 变化的曲面图见图6, 对应的 K等值线图见图 7# 由图 6

可见此曲面有一个主峰,当 81接近系统的固有频率 X的两倍即R接近于零时, K单调增加,当

R= 0时达到最大值即在主峰的中心区域# 而在这个主峰区外则是平面 K= 0,即 K与R, k无

关,此时随机参数不起作用# 

图 6 L iap un ov指数曲面图             图 7 Liap un ov 指数等值线图

312  非零稳态响应

对于非零的稳态解 a X 0,由(15) 可得相应的 Ito方程为

da = -
B
2

a +
a
4X

ksinG dT 1,

dG= R- 3AXa2- k
2X

cosG dT 1- CdW,

(21)

此方程可用摄动法进行求解# 当 C= 0时类似前文 211节的讨论可得系统(21) 的稳态解为

a0 =
1

X
R
3A

? k
2
- 4X2B2

1/ 2

,  sinG0 = - 2XQk- 1
, (22)

当 CX 0为小参数时, 令 a = a0+ a1, G= G0+ G1, 式中 a1, G1 为小扰动项,将此式代入(21)

式并忽略非线性项可得线性化方程

a
c
1 = -

a0
4XkcosG0G1,  G

c
1 = - 6AXa0a1 - BG1- CWc# (23)

由上式利用广义平稳势法[ 1]可得 ( a1, a
c
1) 的稳态概率密度函数为

p ( a1, a
c
1) = Cexp -

16BX2

( kCa0cos G0)
2 ( a

c
1)
2
-

3
2

kAa20cosG0a
2
1 , (24)

式中 C为归一化常数# 由(24) 式可知 C能被归一化即(15) 式的非零解稳定的充分必要条件

是 cosG0 < 0# 由(22)、(23) 和(24) 式可得

E[ a] = E[ a0+ a1] = a0,  E[ a
2
] = a

2
0+ E[ a

2
1] = a

2
0+ (48aBX2) - 1C2 k

2
- 4X2B2# 

(25)

313  数 值 模 拟
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随机过程 N( t ) 的模拟方法如 213节,取

N = 1 000, E= 011, B= 015, X= 110, A1 = 0107, A2 = 0109, h = 110, C= 011, 80= 10# 

当 h = 110, 80 = 1010, R = 110时, E[ a] , E[ a
2
] 的数值解和由( 25) 给出的理论解见图 8# 

      ( a)  E[ a]               (b)  E[ a2] ,

) 理论解, . . . 数值解

图 8  系统的稳态响应

4  参数主共振情形Ó

设 80 = 81 U 2X,引入调谐参数 R, 80 = 8 1= 2X+ ER,令(8) 式右端中的奇异项为零可

得

2iXAc+ iBXA + 3AX2A 2�A +
h
2
�A exp( iRT) +

k
2
�A exp( iRT 1+ iCW(T 1) ) = 0, (26)

作变换( 10)可将( 26)式化为

ac = -
B
2

a -
a
4X

hsinG-
a
4X

k sin( G+ Gw ) , G= RT 1- 2U,

aGc = Ra - 3AXa3-
a
2X

hcos G-
a
2X

kcos( G+ CW)# 
(27)

411  零解及其稳定性

显然零解 a = 0是方程(27) 的稳态解, 忽略非线性项可得方程( 27) 的线性化方程为

Ac= -
B
2

a -
a
4X

hsinG-
a
4X

ksin( G+ Cw ) ,

Gc = R-
h
2X

cos G-
k
2X
cos( G+ CW)# 

(28)

令 M= lna, 方程(28) 可写为如下 Ito方程的形式

dM= -
B
2

-
h
4X
sinG-

k
4X
sin( G+ H) dT 1,

dG= R-
h
2X

cos G-
k
2X
cos( G+ H) dT 1,  dH= CdW,

(29)

式中 H= CW(T 1)# 由方程(29) 很难求出方程(28) 零解的最大Liapunov 指数 K的解析表达

式,可用数值方法求解# 随机过程 G( T 1) , H( T 1) 可用如下的差分格式进行数值模拟

Gn+ 1 = Gn + $T 1 R-
h
2Xcos Gn -

k
2Xcos( Gn + Hn) ,

Hn+ 1 = Hn + C $T 1 rn, ( n = 0, 1, 2, 3, ,) ,

(30)

式中 $T 1是时间步长, rn 是相互独立、服从标准正态分布的随机数序列# 则 K为

278 戎 海 武   徐  伟   王 向 东   孟  光   方  同



K= -
B
2

-
1
4X

lim
N y ]

1
N E

N

n= 1

[ hsinGn + k sin( Gn + Hn ) ] , (31)

当 B= 010, R= 110, C= 011, h = 210, $T 1 = 0101, K关于 k , R变化的曲面图见图 9# 

412  非零稳态响应
对于非零的稳态解 a X 0,由(27) 可得

ac = -
B
2

a -
a
4X

hsinG-
a
4X

k sin( G+ CW) ,

Gc = R- 3AXa2 -
h
2X

cosG-
k
2X
cos( G+ CW) ,

(32)

此方程可用摄动法进行求解# 记

F= h
2
+ k

2
+ 2hkcosCW,  �G= arctan

ksinCW
h + kcosCW

,

< = G+ �G,
(33)

图 9  Lia p uno v指数曲面图

忽略小项 �Gc可将(32) 式改写为

ac = -
B
2 a -

a
4XFsin <,

<c= R- 3AXa2-
F
2X

cos<# 
(34)

将( 33)定义的随机过程 F( T 1) 写为 F( T 1) = E[ F( T 1) ]

+ $F, 式中 $F为小的随机扰动# 可以证明在平衡状

态,即当 T 1 y ] 时有

E[ F( T 1) ] =
2
P

( h + k)E(4hk ( h + k)
- 2

) ,

E[ F
2
( T 1) ] = h

2
+ k

2
,

(35)

式中 E( x ) 为第二类椭圆函数# 先假设 $F= 0,类似211节的讨论可得系统(27) 的稳态解为

a0 =
1

X
R
3A

? 1
6AX

(E[ F] ) 2- 4X2B2
1/ 2

,  sin <0 = -
2XB
E[ F]

, (36)

式中 E[ F] 由(35) 式定义# 当 $FX 0时,令 a = a0+ a1, < = <0+ <1,式中 a1, <1为小项,

将此式代入(34) 式并忽略非线性可得线性化方程

a
c
1 = -

a0
4X
E[ F] cos<0<1-

a0
4X
sin <0$F,

<
c
1 = - 6AXa0a1+

E[ F]
2X sin <0<1-

1
2Xcos<0$F,

(37)

可以用矩方法[ 1]从方程( 37)求出一、二阶矩 E[ a1] , E[ a
2
1]# 经计算可得

E[ a1] = 0,  E[ a
2
1] = (12AX2a0cos <0)

- 2E[ ( $F) 2] , (38)

从而可得系统响应的一、二阶矩分别为

E[ a] = a0+ E[ a1] = a0,  E[ a
2
] = E[ ( a0+ a1)

2
] = a

2
0+ E[ a

2
1]# (39)

413  数 值 模 拟

随机过程 N( t ) 的模拟方法如 213节,取

N = 1 000,  E= 011,  B= 015,  X = 110,  A1 = 0107,  A2 = 0109,  C= 011,
当 h = 310, R = 110时, E[ a ] , E[ a

2
] 的数值结果和由(39) 式得到的理论解见图 10# 
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      ( a) E[ a]                 (b) E[ a2]

) 理论解, . . . 数值解

图 1 0 系统的稳态响应

进一步计算表明,在一定的条件下随着随机激励强度 k 的增加, 系统响应可从周期解变为

拟周期解和随机的响应# 对应的相轨可从极限环变为扩散的极限环,且极限环的扩散程度随

着 k 的增大而增大# 由于本节讨论的情形包含了确定性和随机激励两种情形, 故在第2节和

第3节中讨论的分叉、跳跃等现象在这里也存在,数值模拟也证实了这一点# 

5  参数主共振情形Ô

设 80 U 2X, 81 U 2X, 8 2 X 81,引入调谐参数 R, J, 80 = 2X+ ER, 8 1 = 80+ EJ= 2X

+ E( R+ J) , 令(8) 式右端中的奇异项为零可得

2iXAc+ iBXA + 3AX2A 2�A +
h
2
�A exp( iRT) +

k
2
�A exp( i( R+ J) T 1+ iCW(T 1) ) = 0, (40)

作变换( 10)可将( 40)式化为

ac = -
B
2

a -
a
4X

hsinG-
a
4X

k sin( G+ JT 1+ CW) ,  G= RT 1- 2U,

aGc = Ra - 3AXa3-
a
2X

hcos G-
a
2X

kcos( G+ JT 1+ CW)# 
(41)

511  零解及其稳定性
显然零解 a = 0是方程(41) 的稳态解,下面讨论它的稳定性# 类似411的讨论对应于零

解的最大 Liapunov指数 K的数值算法为

图 1 1 L iap un ov指数曲面图

K= -
B
2

-
1
4X

lim
N y ]

1
N E

N

n= 1

[ hsinGn+ ksin( Gn + Hn) ] ,

Gn+ 1 = Gn+ $T 1 R-
h
2X
cos Gn -

k
2X

cos( Gn + Hn) ,

Hn+ 1 = Hn + J$T 1 + C $T 1rn  ( n = 0, 1, 2, 3,

,) ,

当 B= 010, h = 210, $T 1 = 0101, J= 110, K关于 k , R(0 [ k [ 5, - 3 [ R [ 3) 变化的曲面

图见图11# 

由图 11可见, K参数曲面由两个主峰和平面K= 0组成,与图 6不同# 对应于开口的主

峰,当 R= 0即 80接近 X的两倍时 K变大# 对应于不开口的主峰,当 R = - 1即随机参数激
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励的频率 81接近系统的固有频率 X的两倍时 K变大, 系统变得不稳定# 

512  非零稳态响应

当 C= 0时,对于非零的稳态解 a X 0,由( 41) 可得

ac = -
B
2 a -

a
4XhsinG-

a
4Xk sin( G+ JT 1) ,

Gc = R- 3AXa2 -
h
2X

cosG-
k
2X
cos( G+ JT 1)# 

(42)

容易知道( 42)式没有非零的定常解# 系统( 42)是一个具有周期系数的非自治系统, 具有比较

复杂的动力学行为# 事实上, 系统( 42)可看作如下受周期扰动的平面 Hamilton系统

Mc=
5H (M, G)

5 G - BM-
k
2X
Msin( G+ JT 1) ,  Gc = -

5H (M, G)
5M -

k
2X
cos( G+ JT 1) , (43)

式中 M= a
2
, H (M, G) 是Hamilton函数H ( M, G) = ( h/ 2X)McosG- RM+ (3/ 2) AX2# 当阻尼系

数 B和随机激励强度k 都为小参数时,系统(43) 即为一受周期小扰动的平面Hamilton系统,对

此类系统的研究已有较成熟的理论[ 13]
, 当 B, k 充分小时用平均法可证明系统(43) 有唯一的双

曲型周期解(数值计算验证了这一结论) , 可用 Melnikov 方法
[ 14]
讨论系统( 43)的 Smale 马蹄即

混沌现象以及其他的动力学行为# 

当 CX 0时很难对(41) 进行理论分析, 可以用数值方法对系统(1) 进行研究,数值计算表

明此时系统的行为很复杂, 分叉和跳跃现象仍存在# 对一些特殊情形可用近似方法进行讨

论,如当 C, J都为小参数时 412中的方法仍然适用# 
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Principal Response of Van der Pol_Duffing Oscillator

Under Combined Deterministic and Random

Parametric Exciation

RONG Hai_wu
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,  XUWei3,  WANG Xiang_dang1,  MENG Guang2,  FANG TONG

3

( 11 Foshan Institute of Science and Techn ology , Foshan , Guangdong 528000, P R Chin a ;

21State Key Labor atr y of Vibr ation , Shoch and Noise , Shan ghai J iaotong

Un iver sity , Shan gha i 200030, P R China ;

31Depar tment of Applied Mathemat ics , Nor thw estern Poly techn ical Univer sity ,

Xi. an 710072, P R China )

Abstract: The principal resonance of Van der Pol_Duffing oscillator to combined deterministic and

random parametric excitations is investigated. The method of multiple scales was used to determine

the equations of modulation of amplitude and phase. The behavior, stability and bifurcation of steady

state response were studied. Jumps were shown to occur under some conditions. The effects of

damping, detuning, bandwidth, and magnitudes of deterministic and random excitations are analyzed.

The theoretical analysis were verified by numerical results.

Key words: principal resonance; Van der Pol_Duffing oscillator; multiple scate method; largest Lia-

punov exponent; steady state probebility density function
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