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一类非线性时滞差分方程的全局吸引性
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(林宗池推荐)

摘要: � 研究非线性时滞差分方程�x n+ anx n+ f ( n, �
0

s= - k

�qs , nxs+ n) = 0, 给出保证方程每一解 x n 趋

于 0的一族充分条件, 推广并改进了已有的结果��
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引 � �言

研究非线性时滞差分方程

� � �x n + anx n + f ( n, �
0

s= - k

�qs , nxs+ n) = 0� ( n = 0, 1, 2, � ) , ( 1)

( 1)的初始条件

� � x s = �s � ( s = - k , - k + 1, � , - 1, 0)�� ( 2)

其中基本假设

D1) � an 为非负实数列( 0 � an < 1, k 为自然数) ;

D2) � xf ( n, x ) > 0�x � 0�, f ( n, x ) 关于 x 是 Lipschitz连续的;

D3) �对任意 n , f ( n, x ) 关于 x 单调增加;

D4) � �q s , n � 0且 �
0

s = - k

�qs , n = 1;

D5) �存在非负数列 p n , 对任意的 x � 0有

� � f ( n, x )
x

� p n��

按通常规定 �x n = x n+ 1- xn�� 方程( 1) 包含许多具有生态学意义的时滞差分方程为特殊

情况(见参见[ 1] ) ,本文试图将文[ 1] 的结果推广到差分方程( 1) 中, 事实上, 这种将微分方程

有关结论推广或离散到差分方程的工作是十分有意义的(见[ 2, 3] )�� 本文结果也可视为文

[ 4] 结果的离散化, 同时又是文[ 2, 3] 中结果的推广��

第1节先给出引理,结束时给出本文主要结果,同时给出主要结果的应用��
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文中规定 a < b 时�
a

b

x i = 0, �
a

b

xi = 1��

1 �引理和主要结果

设条件�D1�~ �D4�成立,定义数列 qn

� � q1 = 1, � qn+ 1 =
1

1- an
qn = �

n

s= 1

1
1 - a s

, � n = 1, 2, � , ( 3)

由于 an � [ 0, 1) ,故 qn > 0��

引理 1�若存在非负数列 ln 使得

� � f ( n, x )
x

� l n 且

� � lim inf
n� � �

n

s= N
1

qs+ 1

qN
1

l s = �> 1� ( �N1 � N) , ( 4)

则方程( 1)的任意最终正解(或最终负解) xn 均满足 lim
n� �

x n = 0��

证明�不妨设 xn是( 1) 的最终正解, 当 x n为最终负解时类似证明�� 于是存在N0,当 n �

N 0时,

� � x n > 0, � n � N0 时,

由( 1)立知 �xn < 0, xn 最终单调减小, limx n = a � 0存在,反设 a > 0�� 于是 n � N 0时 x n �

a��

另一方面��由( 1)

� � qn+ 1�x n + qn+ 1 anxn = - qn+ 1f ( n, �
0

s= - k

�qs , nxn+ s)

即� � � �( qnxn) = - qn+ 1f ( n, �
0

s= - k

�qs , nx n+ s ) �- qn+ 1f ( n, �
0

s= - k

�qs , na) �

- qn+ 1f ( n, a ) �- aqn+ 1 ln��

取1 < �1 < �, 0 < �< a( �1 - 1) ,由于 x n 单减趋于a,故存在 N1,使 xN
1

< a + �,又由于

lim inf �
n

s= N
1

qs+ 1

qN
1

l s = �> �1 > 1,故当 n充分大时 �
n

s= N
1

qs+ 1

qN
1

l s > �1, 对上式从N 1到 n (充分大) 求

和并化简

� � x n+ 1 �
qN

1

qn+ 1
( xN

1
- a �

n

s = N
1

qs+ 1

qN
1

ls ) �
qN

1

qn+ 1
( a + �- a�1) < 0,

导出 x n+ 1 < 0与 x n 最终正矛盾�� 故 a � 0错误,即limx n = a = 0,证完��

引理 2�设条件( D1) ~ (D5)成立且

� � lim sup
n� � �

n

t = n- k

qt+ 1

qn- k
pt = �<

3
2

+
1

2( k + 1)
,

则方程( 1)的任意振动解 x n 满足 lim
n� �

x n = 0��

证明 �设 x n 为( 1) 的振动解,我们将证l im
n� �

x n = 0�� 先证 x n有界�� 反设 xn 无界,取 �

> 0, N1使

� � 1
1 + k

+ 1 < �+ �<
3
2 +

1
2( k + 1)

� (注意 k � 1) , ( 5)
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� � �
n

t = n- k

qt+ 1

qn- k
pt � �+ �� ( n � N 1) , ( 6)

因 xn 无界, 存在 n
*

( > N1 + 2k) 使得

� � | x n | < | x n
* | , N1 < n < n

* ��

不失一般性,设 xn
* > 0,则 x n

* - xn
*

- 1 � 0,由

� � 0 � �xn
*

- 1 = - an
*

- 1xn
*

- 1 - f ( n
*

- 1, �
0

s= - k

�qsnxn
*

- 1+ s)

知存在0 � l � k ,使得

� � x n
*

- l � 0, � xn
*

- l- 1 < 0, � x n � 0 ( n � ( n
*

- l + 1, n
*

)��

于是存在 � � ( n
*

- l - 1, n
*

- l ] ,使得

� � qn* - l- 1xn* - l- 1 + ( qn* - lx n* - l - qn* - l- 1xn* - l- 1) ( �- n
*

+ l + 1) = 0��

当 n � n
* 时

� � �( qnxn) = - qn+ 1f ( n, �
0

s= - k

�qsnx n+ s ) �

qn+ 1p n �
0

s= - k

�qs , nx n+ s �

qn+ 1p n �
0

s = - k

�q s, n | xn+ s | �

qn+ 1p n �
0

s = - k

�q s, nx
*
n = qn+ 1p n �

0

s= - k

�qs , nx n
* ,

即� � � �( qnxn) � qn+ 1p nx n
*�� ( 7)

当N 1 � n � n
*

- l - 1时,对上式从 n 到n
*

- l - 2求和得

� � - qnx n �- qn
*

- l- 1x n
*

- l- 1 + x n
* �

n * - l- 2

s= n

qs+ 1p s =

� � � � � � ( qn
*

- lx n
*

- l - qn
*

- l- 1x n
*

- l- 1) ( �- n
*

+ l + 1) + xn
* �

n* - l- 2

s = n

qs+ 1p s �

� � � � � � xn
* qn

*
- l p n

*
- l- 1( �- n

*
+ l + 1) + �

n
*

- l- 2

s= n

qs+ 1p s =

� � � � � � xn
* �

n
*

- l- 1

s= n

qs+ 1p s - qn
*

- l p n
*

- l- 1( n
*

- �- l) ,

� � � � � � - xn � xn
* 1

qn
�

n
*

- l- 1

s= n

qs+ 1ps - qn
*

- l pn
*

- l- 1( n
*

- �- l ) ,

而当 n
*

- l � n � n
*

- 1时上式显然成立�� 从而当 n
*

- l � n � n
* 时, 注意到 qn 数列

单调增且 qn � 1��

�( qnxn ) � - qn+ 1f n , - �
0

s = - k

�q s x n
*

1
qn+ s
�

n
*

- l- 1

t = n+ s

qt+ 1p t - qn
*

- l pn
*

- l- 1( n
*

- l - �) �

- qn+ 1f n, - �
0

s= - k

�qsxn
*

1
qn- k
�

n
*

- l- 1

t= n- k

qt+ 1pt - qn
*

- l p n
*

- l- 1( n
*

- l - �) �

qn+ 1pn
1

qn- k
x n

* �
n

*
- l- 1

t= n- k

qt+ 1p t - qn
*

- l p n
*

- l- 1( n
*

- l - �) ,
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即 �( qnx n) � x n
*

qn+ 1

qn- k
pn �

n
*

- l- 1

t= n- k

qt+ 1pt - qn
*

- l p n
*

- l- 1( n
*

- l - �) �� ( 8)

下面分两种情形讨论:

情形 1� d = �
n

*
- 1

n= n
*

- l

qn+ 1

qn
* p n + ( n

*
- l - �)

qn
*

- l

qn
* pn

*
- l- 1 � 1

qn
* x n

* = qn
*

- lxn
*

- l + �
n

*
- 1

n= n
*

- l

( qn+ 1xn+ 1 - qnxn) =

� � � � ( qn
*

- lx n
*

- l - qn
*

- l- 1x n
*

- l- 1) ( n
*

- �- l) + �
n

*
- 1

n = n
*

- l

( qn+ 1xn+ 1 - qnxn ) �

� � � � xn
* ( n

*
- l - �)

qn
*

- l

qn
*

- l- 1- k
pn

*
- l- 1 �

n
*

- l- 1

t = n
*

- l- 1- k

qt+ 1p t - qn
*

- l p n
*

- l- 1( n
*

- l - �) +

� � � � �
n

*
- 1

n= n
*

- l

x n
*

qn+ 1

qn- k
pn �

n
*

- l- 1

t= n- k

qt+ 1pt - qn
*

- l p n
*

- l- 1( n
*

- l - �) ,

xn
* � xn

* ( n
*

- l - �)
qn

*
- l

qn
*

- l- 1- k
p n

*
- l- 1 �

n
*

- l- 1

t= n
*

- l- 1- k

qt+ 1

qn
*

p t -
qn

*
- l

qn
*

pn
*

- l- 1( n
*

- l - �) +

� � � � �
n

*
- 1

n= n
*

- l

x n*
qn+ 1

qn- k
pn �

n
*

- l- 1

t= n- k

qt+ 1

qn
* p t -

qn
*

- l

qn
* p n* - l- 1( n

*
- l - �) =

� � � x n
* ( n

*
- l - �)

qn
*

- l

qn
*

pn
*

- l- 1 �
n

*
- l- 1

t= n
*

- l- 1- k

qt+ 1

qn
*

- l- 1- k
p t -

qn
*

- l

qn
*

- l- 1
p n

*
- l- 1( n

*
- l - �) +

� � � � �
n

*
- 1

n= n
*

- l

qn+ 1

qn
* pn �

n

t= n- k

qt+ 1

qn- k
p t - �

n

t= n
*

- l

qt+ 1

qn- k
p t -

qn
*

- l

qn- k
p n

*
- l- 1( n

*
- l - �) �

� � � � xn
* ( �+ �) d - ( n

*
- l - �) 2

p
2
n

*
- l- 1

q
2
n

*
- l

qn
* qn

*
- l- 1

- �
n

*
- 1

n= n
*

- l

qn+ 1

qn
*

pn �
n

t= n
*

- l

qt+ 1

qn- k
pt -

� � � � �
n

*
- 1

n= n
*

- l

qn+ 1

qn
* pn

qn
*

- l

qn- k
pn

*
- l- 1( n

*
- l - �) =

� � � � xn
* ( �+ �) d - ( n

*
- l - �) 2

p
2
n

*
- l- 1

q
2
n

*
- l

qn
* qn

*
- l- 1

- �
n

*
- 1

n= n
*

- l

qn+ 1

qn
*

pn �
n

t= n
*

- l

qt+ 1

qn- k
pt -

� � � �
qn

*
- l

qn
* p n* - l- 1( n

*
- l - �) �

n
*

- 1

n= n
*

- l

qn+ 1

qn- k
pn ,

注意到

�
m

n= 1

yn �
n

i = 1

y i =
1
2 �

m

n= 1

y n

2
+

1
2 �

m

n= 1

y
2
n, qn- k � qn

* ,

xn
* � x n

* ( �+ �) d - ( n
*

- l - �) 2
p

2
n

*
- l- 1

q
2
n* - l

qn* qn* - l- 1
- �

n
*

- 1

n = n
*

- l

qn+ 1

qn*
p n �

n

t = n
*

- l

qt+ 1

qn*
p t -

� � � �
qn

*
- l

qn
*

p n
*

- l- 1( n
*

- l - �) �
n

*
- 1

n= n
*

- l

qn+ 1

qn
*

pn �
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� � � � xn
* ( �+ �) d - ( n

*
- l - �) 2

p
2
n

*
- l- 1

q
2
n

*
- l

q
2
n

*
-

1
2 �

n
*

- 1

n= n
*

- l

qn+ 1

qn
*

p n

2

-

� � � � 1
2 �

n
*

- 1

n = n
*

- l

qt+ 1

qn*
p n

2

-
qn* - l

qn*
p n

*
- l- 1( n

*
- l - �) �

n
*

- 1

n= n
*

- l

qn+ 1

qn*
p n =

� � � � xn
* ( �+ �) d -

1
2 �

n
*

- 1

n= n
*

- l

qn+ l

qn
*

p n + ( n
*

- l - �)
qn

*
- l

qn
*

p n
*

- l- 1

2

-

� � � � 1
2

( n
*

- l - �) 2
p

2
n

*
- l- 1

q
2
n* - l

q
2
n

*
-

1
2 �

n
*

- 1

n = n
*

- l

qn+ 1

qn*
pn

2

,

又注意到

�
m

n = 1

yn
2
� m �

m

n= 1

y
2
n 得

xn
* � x n

* = ( �+ �) d -
1
2

d
2
-

1
2

1
l + 1 �

n
*

- 1

n= n * - l

qn+ 1

qn
*

p n +

( n
*

- l - �)
qn

*
- l

qn
*

p n
*

- l- 1

2

=

x n
* ( �+ �) d -

1
2

+
1

2( l + 1)
d

2 �

x n
* ( �+ �) d -

k + 2
2( k + 1)

d
2

,

由于 ( �+ �) d -
k + 2

2( k + 1)
d

2
,在 d =

k + 1
k + 2( �+ �)取最大值而( 5) 知

k + 1
k + 2( �+ �) > 1,故( 5)

又导出

xn
* � x n

* �+ �-
k + 2

2( k + 1)
< xn

* 这不可能��

情形 2� d = �
n

*
- 1

n= n* - l

qn+ 1

qn
*

p n + ( n
*

- l - �)
qn

*
- l

qn
*

pn
*

- l- 1 > 1

这时存在 n1 � [ n
*

- l , n
*

] 使得

� � �
n

*
- 1

n= n
1

qn+ 1

qn
*

p n � 1, �
n

*
- 1

n= n
1
- 1

qn+ 1

qn
*

p n > 1��

从而存在 � � ( n1 - 1, n1) 使得

� � �
n

*
- 1

n= n
1

qn+ 1

qn
*

p n + ( n1 - �)
qn

1

qn
*

p n
1
- 1 = 1�� ( 9)

于是由( 7) , ( 8)得:

qn
* x n

* = qn
1
x n

1
+ �

n
*

- 1

n= n
1

( qn+ 1x n+ 1 - qnx n) =

� � � � qn
1
- 1xn

1
- 1 + ( �- n1 + 1) ( qn

1
xn

1
- qn

1
- 1x n

1
- 1) + ( n1 - �) ( qn

1
xn

1
- qn

1
- 1x n

1
- 1) +

� � � � �
n

*
- 1

n= n
1

( qn+ 1xn+ 1 - qnxn) =
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� � � � qn
*

- lxn
*

- l + �
n

1
- 2

n= n* - l

( qn+ 1xn+ 1 - qnxn) + ( �- n1 + 1) ( qn
1
xn

1
- qn

1
- 1xn

1
- 1) +

� � � � ( n1 - �) ( qn
1
x n

1
- qn

1
- 1x n

1
- 1) + �

n
*

- 1

n= n
1

( qn+ 1xn+ 1 - qnxn) =

� � � � ( qn
*

- lx n
*

- l - qn
*

- l- 1x n
*

- l- 1) ( n
*

- �- l) + �
n

1
- 2

n = n
*

- l

( qn+ 1xn+ 1 - qnxn ) +

� � � � ( �- n1 + 1) ( qn
1
x n

1
- qn

1
- 1x n

1
- 1) + ( n1 - �) ( qn

1
x n

1
- qn

1
- 1x n

1
- 1) +

� � � � �
n

*
- 1

n= n
1

( qn+ 1xn+ 1 - qnxn) �

� � � � xn* ( n
*

- �- l) qn
*

- l p n
*

- l- 1 + �
n

1
- 2

n= n
*

- l

qn+ 1p n + ( �- n1 + 1) qn
1
p n

1
- 1

� � � � xn
* ( n1 - �)

qn
1

qn
1
- k- 1

p n
1
- 1 �

n
*

- l- 1

t= n
1
- 1- k

qt+ 1pt - qn
*

- l p n
*

- l- 1( n
*

- l - �) +

� � � � �
n

*
- 1

n= n
1

qn+ 1

qn- k
p n �

n
*

- l- 1

t= n- k

qt+ 1p t - qn
*

- l pn
*

- l- 1( n
*

- l - �) =

� � � � xn
* ( n

*
- �- l) qn* - l p n* - l- 1 + �

n
1
- 2

n= n
*

- l

qn+ 1pn + ( �+ 1 - n1) qn
1
p n

1
- 1 �

� � � � �
n

*
- 1

n = n
1

qn+ 1

qn
*

p n + ( n1 - �)
qn

1

qn
*

p n
1
- 1 + ( n1 - �)

qn
1

qn
1
- k- 1

pn
1
- 1 �

n
*

- l- 1

t= n
1
- 1- k

qt+ 1p t -

� � qn
*

- l pn
*

- l- 1( n
*

- l - �) ) + �
n

*
- 1

n= n
1

qn+ 1

qn- k
p n �

n
*

- l- 1

t= n- k

qt+ 1p t - qn
*

- l pn
*

- l- 1( n
*

- l - �) =

� x n
*

( n
*

- �- l) qn
*

- l p n
*

- l- 1 �
n

*
- 1

n= n
1

qn+ 1
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注意到
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这也不可能,故 xn 有界证完# 下证limx n = 0,设 x n 的上下极限如下

  A = lim sup
n y ]

xn,  B = lim inf
n y ]

x n

则- ] < B [ 0 [ A< + ] ,只证 A = B = 0即可# 任给 G > 0,必存在 N2 > N1 + k 使得

  - B1 = B- G < x n < A+ G = A1,  n \ N 2 + k ,

于是由于 $ ( qnxn) = - qn+ 1f n, E

0
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即   $ ( qnxn) [ B1 qn+ 1pn ,   n \ N 2 + k , ( 10)

同理   $ ( qnxn) \ - A1qn+ 1pn ,   n \ N2 + k# ( 11)

由于 x n是振动解# 于是存在子列 xni ,使得 xn
i

\ xn
i
- 1, x n

i
> 0, lim
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又可取子列 xn
j
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式化为
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用 A1代替( 7) 式中的 xn
* ,用证明 x n 有界的相同方法可得
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由于 0 < L + D-
1
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-
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2( k + 1)
< 1# 故( 12)、( 14) 导出 A = B = 0# 证毕# 

由引理1, 2立得

定理 1 设( D1) ~ ( D5)成立,且引理 1与 2的条件满足,则方程( 1)的任一解 xn 满足

  l im
n y ]

x n = 0# 

注 1 考查方程

  $ xn + anxn + Qnx n- k = 0, (15)

其中 an I [ 0, 1) , p n > 0, k 为自然数# 

定理 2 设
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则( 15)的每一解满足 limx n = 0# 

定理 2推广了文献[ 5]的结果# (当 an S 0时,定理 2即为文[ 5] 的主要结果)# 

注 2 当 an S K I (0, 1) 时,定理 2 为文[ 3] 的主要结果, 因此定理 2推广了文[ 5] 的部分定理# 

注 3 考虑多时滞线性时滞差分方程

  $ xn + anxn + E

m

s= 1

p s, nx n- k
s

= 0, (18)

其中 an I [ 0, 1) , p s, n > 0( s = 1, 2, , , m, n = 1, 2, , ) , k s 为自然数, max k1 , k2 , , , km = k# 则令
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,  p n = E
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从而( 18)化为方程( 3)的形式,有如下定理

定理 3 设如下条件成立
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则方程( 18)的每一解 x n 满足limxn = 0# 

方程( 18)的全局吸引性至今未见有较好结果发表
[ 6]

# 定理 3也是新的# 当 an S K I [ 0,

1) 时,条件( 20) 化为

  lim sup
n y ] E

n

t = n- k

( 1 - K)
- t+ n+ k

pt = L <
3
2 +

1
2( k + 1)

# 
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Abst ra ct : The global attractivity of the delay differ ence equation $ x n+ anxn+ f n, E

0

s= - k

�q s, nx s+ n = 0,

which includes the discrete typ e o f many mathematical ecologic equations, w as dicus s ed. The suff-i

cient conditions that guarantee every s olution to converge to zer o wer e obtained. Many known results

are improve d and generated.

K ey w ords : global attr activity; nonlinear; nonautonomous; delay difference equation

330 刘  玉  记


