
文章编号: 1000_0887(2002) 02_0144_13

屈曲特征值问题的边界元方法及收敛性分析
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摘要 :  讨论了屈曲特征值问题的定解条件, 建立了相应的具约束的积分方程组及带 Lagrange 乘子

的边界变分方程,给出了解的存在唯一性定理# 建立了相应的边界元方法并讨论了近似解的误差

估计# 文末给出了数值算例# 
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引   言

屈曲特征值问题在工程结构的稳定性分析中具有重要的意义, 因此在计算力学中这类问

题的数值计算受到普遍重视# 现有的计算方法主要是有限元方法和差分方法,但这些方法因

计算量过大而不便于实现# 本文从证明屈曲特征值问题的定解条件开始, 给出了解的积分表

达式,边界量的约束条件及其应满足的边界积分方程组和边界变分方程,证明了这些方程解的

存在唯一性# 通常数值求解具约束的积分方程组或变分方程是比较困难的, 为此引进 La-

grange乘子法, 对具约束的变分方程组证明了解的存在唯一性# 至此完成了使用边界元方法

的全部理论工作# 建立了屈曲特征值问题的边界元方法# 为说明具 Lagrange乘子的变分方程

组的边界元方法,文中以常单元为例,给出了离散代数方程组的建立过程# 这里所述的过程完

全适用于一次以上协调元# 文末讨论了数值解的误差估计并给出了数值算例# 

1  边界变分方程

本文将考虑如下边值问题

  
$2

u - s$u = 0   在 8 G 8c中,

u | # = u0;
5u
5n #

= g,
( 1)

其中 8 < R
2是具有光滑边界的有界区域, 8c= R

2 \ �8 , s = k
2
, k为一实数, u0、g是定义在 #

上的已知函数, n为 #的外法向# 对外问题, u 在无穷远处必须满足

  u = O( | x |
- 2

) , Dm
u = O( | x |

- 4
)   ( m = 1, 2)# ( 2)
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问题的( 1)的基本解为

  u
*

( x , y ) = 2Q
| x- y |

0
Q- 1 Q

Q

0
SK0( kS) dS dQ,

其中 K0( z ) 是第二类 0阶修正 Bessel函数

  K0( z ) = E
]

n= 0

an z
2nlgz + E

]

n = 1

bn z
2n

,

a0 = - 1, an、bn 均是常数# 

定理 1  若 u0 I H
3/ 2

( #) , g I H
1/ 2

( #) , 则问题( 1) 的内外边值问题分别在 H
2
( 8 ) 和

W
2
0( 8c) 中有唯一解# 

证明  由迹定理可以找到一个函数 R( u0, g) 使得

  

存在 R ( u0, g ) I H
2
(R

2
) 且具有界支集使得

R( u0, g) | # = u0,
5R ( u0, g )

5 n #
= g# 

首先讨论内问题# 令 w = u - R( u0, g) ,则问题( 1) 等价于齐次问题:

  

求 w I H
2
0( 8) 使满足

$2
w - s$w = - $2

R ( u0, g ) + s$R ( u0, g )   在 8 中,

5w
5n #

= 0,  w | # = 0# 

( 3)

对方程( 3)使用 Green公式得

  a( w , v) = 3f , v4  Pv I H
2
0( 8 ) , ( 4)

其中

  a( w , v) = QQ8
$w$vdx + QQ8

k
2

ẅ # v̈ dx ,

  3f , v4= - QQ8
$R ( u0, g) $vdx - QQ8

k
2

R̈( u0, g) # v̈ dx# 

a ( w , v ) 显然是定义在H
2
0( 8 ) 上的双线性形式,利用Cauchy_Schwartz不等式及H

2
0( 8) 中范数

等价定理[ 1]
,

  | a( w , v) | [ +$w +0, 8 +$v +0, 8 + k
2 + ẅ +0, 8 + v̈ +0, 8 =

      | w | 2, 8 | v | 2, 8 + k
2

| w | 1, 8 | v | 1, 8 [

      c1 +w +2, 8 +v +2, 8 + k
2
c2 +w +1, 8 +v +1, 8 [ c +w +2, 8 +v +2, 8# 

证明过程中用到了[ 1]中结果 +$w +0, 8 = | w | 2, 8 ,又

  a( w , w ) = QQ8
$w$w dx + QQ8

k
2

ẅ# ẅdx =

      | $w |
2
0, 8 + k

2
| ẅ |

2
0, 8 \| $w |

2
0, 8 = | w |

2
2, 8 \ c +w +2

2, 8 ,

故 a( w , v )是定义在H
2
0( 8 )上连续的具有强制性的双线性泛函# 另外显然3f , v4也是定义在

H
2
0( 8 ) 上的连续线性泛函, 应用 Lax_Milgram定理知变分问题( 4) 在 H

2
0( 8) 中有唯一解# 

由于 R( u0, g) 的选取不唯一,还需证明( 1) 的解 u 与R( u0, g) 的选取无关# 

设 R1( u0, g )、R2( u0, g )分别是由( u0, g) 根据迹定理得到的H
2
0( 8 )中两个具有有界支集

的函数,对应( 3) 的解有两个:

  u1 = w 1 + R 1( u0, g) , u2 = w2 + R2( u0, g )# 
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分别代入( 1) ,再相减得

  

$
2
( w 1 - w2) - s$( w1 - w 2) = - $

2
( R1( u0, g ) - R 2( u0, g) ) +

  s$( R1( u0, g) - R2( u0, g ) ) ,

5( w 1 - w 2)

5 n #
= 0, ( w 1 - w 2) | # = 0# 

该问题有唯一解 ( w 1 - w2) = R 1( u0, g) - R 2( u0, g) ,进而 u1 = u2# 即( 1) 的解唯一# 

最后讨论外问题# 记 B是以R为半径,圆心在 8内的一个圆域, 8 < B ,且当 R 充分大时

suppR ( u0, g ) < B# 令 w = u - R( u0, g) , 则( 1) 外问题可化为解下述齐次边值问题:

  
求解 w I ÜW2

0( 8c) = u I W
2
0( 8c) ;

5u
5n #

= u | # = 0 ,

使得 $
2
w - s$w = - $

2
R( u0, g) + s$R ( u0, g) ,

( 5)

w 在无穷远处满足限制条件( 2)# 

对( 5)两端乘 v I ÜW2
0( 8c) ,在 B \ �8 上积分,再利用 Green公式有

  QQB \ �8
$w$vdx + Q# G #

R

5( $w )
5 n

v - $w
5 v
5 n

ds - QQB \ �8
k

2
v$w dx =

      - QQB \ �8
$R( u0, g) $v dx - Q# G #

R

5($R ( u0, g ) )

5 n
v -

      $R( u0, g)
5 v
5 n

ds + QQB \ �8
k

2
v$R( u0, g) dx ,

这里 #R 为B 的边界,注意到齐次边界条件及 suppR ( u0, g ) < B ,

  QQB \ �8
$w$vdx + Q#

R

5($w )
5 n

v - $w
5v
5n

ds - QQB \ �8
k

2
v$w dx =

      - QQB \ �8
$R( u0, g) $v dx + QQB \ �8

k
2
v$R ( u0, g ) dx# 

再次利用 Green公式可得

  QQB \ �8
$w$vdx + QQB \ �8

k
2

ẅ # v̈ dx = - QQB \ �8
$R ( u0, g) $vdx -

      QQB \ �8
k

2
R̈ ( u0, g )# v̈ dx + Q#

R

k
2
v
5w
5 n

ds +

      Q#
R

$w
5 v
5 n

- v
5$w
5 n

ds# 

由于

  v I W
2
0( 8c) = v ;

v

r
2lnr

I L
2
( 8c) ;

      
5v
5x i

( r lnr) I L
2
( 8c) ;

52
v

5x i5xj
I L

2
( 8c) , i , j = 1, 2

且 w 满足无穷远处限制条件,因此当 R y ] 时上式中 #R 上的积分项有

  Q#
R

v
5w
5 n

ds y 0, Q#
R

$w
5 v
5 n

ds y 0,

于是得变分方程

  a( w , v) = 3f , v4  Pv I W
2
0( 8) , ( 6)

其中
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  a( w , v) = QQ8c
$w $v dx + QQ8c

k
2

ẅ# v̈dx ,

  3f , v4= - QQ8c
$R ( u0, g )$vdx - QQ8c

k
2

R̈ ( u0, g )# v̈dx# 

类似内问题的证明,不难看出( 6)在空间 W
2
0( 8c)中满足Lax_Milgram定理的全部条件,因此( 6)

在 W
2
0( 8c) 中有唯一解,进而( 1) 中的外问题在 W

2
0( 8c) 中有唯一解# 证毕# 

由定理 1, 结合内外问题, ( 1)定义了一个同构映射: H
3/ 2

( #) @ H
1/ 2

( #) y K , 这里 K =

u I W
2
0(R

2
) | $2

u - s$u = 0,在 8 G 8c中 # 

对 u I K , v I W
2
0( R

2
) 应用Green公式有

QQ8
$u$vdx + QQ8

k
2

ü v̈ dx = Q#
v k

2 5 u

5 n
- -

5($u)

5n
- d s + Q#

$u
- 5 v
5n

ds,

QQ8c
$u$v dx + QQ8c

k
2¨u v̈dx = Q#

v - k
2 5 u
5 n

+ +
5( $u)
5 n

+ ds - Q#
$u

+ 5 v
5 n

ds ,

再将两式相加

QQR
2$u$v dx + QQR

2 k
2

ü v̈dx = Q#
k

2
v
5 u
5 n

- v
5( $u)
5n

+ [ $u]
5 v
5 n

ds ,

Pv I W
2
0(R

2
)# 

记  R( x ) =
5( $u)
5n

=
5( $u)

5 n
- -

5($u )

5n
+ , U( x ) = [ $u] = ( $u)

-
- ( $u)

+ # 

又假设 g ( x ) 在穿越边界 # 时是连续的, 即[ 5u /5 n] = 0,则得变分方程

QQR
2$u$v dx + QQR

2 k
2

ü# v̈dx = - Q#
vRds + Q#

U
5v
5n

ds   Pv I W
2
0( R

2
)# ( 7)

( 7)式其实定义了广义函数 R( x ) I H
- 3/ 2

( #) , U( x ) I H
- 1/ 2

( #)# 记 Pm是m 次多项式

空间# 因为 P 1 < W
2
0( R

2
) , 由( 7) ,若取 v I P 0有Q#

Rds = 0;若取 v I P1 \ P0时,有

- Q#
v Rds + Q#

U5v
5n

ds = QQR
2 k

2
ü# v̈dx# 

令 B 是以R 为半径,包含 8 的一个圆域,在 B \ �8 和�8 上分别采用 Green公式得

QQB \ �8
k

2
ü v̈ dx = - QQB \ �8

k
2
u$vdx - Q#

k
2
u

+ 5 v
5 n

ds + Q5 B
k

2
u
5v
5 n

ds =

    - Q#
k

2
u

+ 5v
5n

ds + Q5B
k

2
u
5v
5 n

ds ,

QQ�8k 2¨u v̈dx = - QQ�8 k
2
u$vdx + Q#

k
2
u

- 5v
5 n

ds = Q#
k

2
u

- 5v
5 n

ds,

于是

QQB
k

2
ü v̈dx = QQB \ �8

k
2

ü v̈dx + QQ8
k

2
ü v̈dx =

    Q#
k

2
[ u ]

5v
5 n

d s + Q5 B
k

2
u
5 v
5 n

ds# 

又假设 u( x ) 在穿越 #时是连续的, 即[ u] = 0, 同时采用无穷远处限制条件 u = O( | x |
- 2

) ,

当 R y ] 时,

Q5B
k

2
u
5v
5 n

ds y 0# 

于是得
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QQR
2 k

2
ü v̈dx = 0,   Pv I P1 \ P0# 

因此 R( x ) I H
- 3/ 2

( #) , U( x ) I H
- 1/ 2

( #) 满足如下边界约束条件:

Q#
Rds = 0, - Q#

vRds + Q#
U
5v
5 n

ds = 0,   Pv I P1 \ P0# ( 8)

定义 ÜH - 3/ 2
( #) @ ÜH- 1/ 2

( #) = ( R, U) I H
- 3/ 2

( #) @ H
- 1/ 2

( #) 且满足( 8) # 

定理 2  若 ( R, U) I ÜH - 3/ 2
( # ) @ ÜH - 1/ 2

( #) ,则变分方程( 7) 在商空间 W
2
0( R

2
) / P1有中唯

一解# 

证明  易证变分方程( 7)左端的双线性形式是连续有界的, 利用空间 W
2
0(R

2
) 中半范数与

商空间 W
2
0(R

2
) / P1的商范数等价性得

QQR
2 | $u |

2dx = | u |
2
2 \ C inf

p I P
1

+u + p +2
2, R = C +Ûu +2

W
2

0
/ P

1
  Ûu I W

2
0(R

2
) / P 1# 

因此该双线性形式也是 W
2
0( R

2
) / P1 _强制的,应用 Lax_Milgram定理即得变分问题( 7) 在商空

间 W
2
0(R

2
) / P1中有唯一解# 证毕# 

综上所述,变分问题( 7)定义了 ÜH - 3/ 2
( #) @ ÜH- 1/ 2

( #) y W
2
0(R

2
) / P1的一个同构映射# 因

此任给 u I K ,可以确定一对( R, U) I ÜH- 3/ 2
( #) @ ÜH- 1/ 2

( #) ;反之给出( R, U) I ÜH - 3/ 2
( #) @

ÜH- 1/ 2
( #) ,可以确定( 1) 的唯一解 u( x ) I K# 

下面将给出方程( 1)的解的平面积分表达式,但需用到如下引理# 记算子

  P( D) = E
| a| [ m

AaD
a
u = E

| a| [ m

A ai
- | a| 5a

u ,

其中 a = ( a1, a2, ,, am) ,分量 aj 均是非负整数, | a | = E
m

j = 1
aj ; i是虚数单位; m 是自然数;

  5a
=

5 | a|

5x
a

11 ,5x
a

mm
, Da

jj = i- a
j
5a

j

5x
a

jj
, Da

= Da
11 ,Da

mm # 

引理 1[ 1]  设P( D) 是椭圆的,如果对某个广义函数u ( x ) I 5c(R
2
) 有P( D) u = 0,则 u一

定是一个多项式# 这里 5c(R
2
) 是速降函数空间

5c(R
2
) = U I C

]
| x

k5 nU( x ) y 0,当 | x | y ] , 对任意重指标 n, k # 

定理 3  若 u( x ) I C
]

( �8 ) H C
]

( 8c) H 5c(R
2
) ,且满足( 1) 中的方程, 则当

( Ñ) y I R
2 \ # 时,

  4Pu( y ) = Q#

5( $u)
5n

u
*

+
5 u
5 n

$u
*

- [$u]
5 u

*

5 nx
-

      [ u ]
5( $u

*
)

5 nx
- k

2 5 u
5 n

u
*

+ k
2
[ u]

5 u
*

5 nx
ds + p ( y ) ;

( Ò) y I # 时,

  2P( u
-

( y ) + u
+

( y ) ) = Q#

5($u)
5n

u
*

+
5 u
5 n

$u
*

- [$u]
5 u

*

5 nx
-

      [ u ]
5( $u

*
)

5 nx
- k

2 5 u
5 n

u
*

+ k
2
[ u]

5 u
*

5 nx
ds + p ( y ) ;

其中 p ( y ) 是满足 $2
p - s$p = 0的多项式, u

* 是方程( 1) 的基本解# 

证明  首先证明 y I R
2 \ # 的情形# 

设 B 是以原点为圆心, R 为半径的圆,且 8 < B ,当 y I B \ #时,以 y 为圆心, E为半径
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作圆域 S( y ; E) < ( B \ �8 ) G 8# 当 y I 8时,对 u和u
* 在 8 \ S( y , E) 应用 Green公式得,

  QQ8 \ S(y , E)
( u

*
$

2
u - u$

2
u

*
) dx =

      Q# G5 S

5( $u)
5 n

u
*

+
5 u
5 n

$u
*

- $u
5u

*

5 nx
- u

5( $u
*

)
5 nx

d s# 

由于 u 满足 $2
u - s$u = 0并且对 x I 8 \ S( y , E) , $2

u
*

- s$u
*

= 0,所以

  sQQ8 \ S( y , E)
( u

* $u - u$u
*

) dx =

      Q# G5 S

5( $u)
5 n

u
*

+
5 u
5 n

$u
*

- $u
5u

*

5 nx
- u

5( $u
*

)
5 nx

d s# 

再次利用 Green公式得

  QQ8 \ S(y , E)
u

* $udx + QQ8 \ S( y ,E)
ü# ü

* dx = Q# G5 S

5 u
5 n

u
* ds,

  QQ8 \ S(y , E)
u$u

* dx + QQ8 \ S( y ,E)
ü# ü

* dx = Q# G5 S

5 u
*

5 nx
uds# 

然后两式相减得

  sQ# G5 S

5 u
5 n

u
*

-
5 u

*

5 nx
u ds =

      Q# G5 S

5( $u)
5 n

u
*

+
5 u
5 n

$u
*

-
5 u

*

5 nx
$u -

5( $u
*

)
5 nx

u d s# 

经整理得

  Q#

5($u)

5n
- u

*
+

5 u

5n
- ( $u

*
- su

*
) -

5u
*

5 nx
( $u

-
- su

-
) -

5($u
*

)
5 nx

u
-

ds +

      Q5S

5($u)
5n

u
*

+
5u
5 n

( $u
*

- su
*

) -
5 u

*

5 nx
( $u - su ) -

5($u
*

)
5 nx

u ds =
$

      R# + R5 S = 0# ( 9)

式中基本解可展开成

  u
*

( r ) = -
r

2

2
lnr +

1
2

lnk
2
- 1 +

      1
2 E

]

n= 1

k
2n

( 2n + 2)
2 r

2n+ 2
anlnr + bn -

2an

2n + 2
+

an

2
lnk

n
,

这里 r = | x - y | # 把 u
* 的表达式代入 R5S ,经计算得

  lim
Ey 0

R5S = lim
Ey 0

- Q5S
u
5( $u

*
)

5 nx
ds = lim

Ey 0
- Q5 S

u -
2
r

ds =

      - lim
Ey 0

2
E

#2PE#u( y ) = - 4Pu( y )# 

于是由前面的积分式( 9)得

  4Pu( y ) = Q#
u

* 5( $u)
5 n

- - s
5 u
5n

- + $u
* 5 u

5n
- +

      
5 u

*

5 nx
( su

-
- $u

-
) - u

- 5( $u
*

)
5 nx

ds# ( 10)

对 u 和u
*
在 8c H B 上应用 Green公式可得

- Q#
u

* 5($u )

5n
+ + ( $u

*
- su

*
)
5 u

5 n
+ +

5 u
*

5 nx
( su

+
- $u

+
) - u

+ 5( $u
*

)
5nx

ds +
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    Q5B
u

* 5($u )
5 n

+ ( $u
*

- su
*

)
5 u
5 n

+
5 u

*

5 nx
( su - $u) - u

5( $u
*

)
5nx

ds =
$

    R# + p ( y ) = 0, ( 11)

其中 p ( y ) 为左端第二个积分式# 将( 10) , ( 11) 相加得

4Pu( y ) - p ( y ) = Q#
u

* 5( $u)
5 n

+ $u
* 5 u

5 n
- [ $u]

5u
*

5 nx
-

    [ u]
5( $u

*
)

5n
- k

2 5 u
5 n

u
*

+ k
2
[ u]

5 u
*

5 nx
ds# 

同理,当 y I B \ �8 时,在 8 和 8c H B 上应用 Green公式可得与上式同样的结果# 

下面将说明对任意大的区域 B , p ( y ) 是一个一次的多项式# 令

f ( y ) =
- p ( y )       在 B 中;

- p ( y ) + 4Pu( y )   在 R
2 \ B 中# 

由于

p ( y ) = Q5B
u

* 5($u )
5 n

+ ( $u
*

- su
*

)
5 u
5 n

+
5 u

*

5 nx
( su - $u) - u

5( $u
*

)
5nx

ds =

    QQB
( u

* $2
u - u$u

*
) dx - sQ5B

u
* 5 u
5 n

- u
5u

*

5nx
ds =

    QQB
($2

u - s$u) u
* dx - QQB

u( $2
u

*
- s$u

*
) dx ,

当 y I B 时,

$2
u - s$u = 0, QQB

u( $2
u

*
- s$u

*
) dx = QQB

uD( x - y ) dx = 4Pu( y ) ,

因此 p ( y ) = - 4Pu( y ) ,从而 f ( y ) = 4Pu( y )# 当 y I R
2 \ �B 时,由于

$2
u - s$u = 0, $2

u
*

- s$u
*

= 0,

因此 p ( y ) = 0,从而 f ( y ) = - p ( y ) + 4Pu ( y ) = 4Pu( y ) ,进而 $
2
f - s$f = 0# 又根据定理

条件 u I 5c( R
2
) , 故f I 5c( R

2
)# 根据引理1, 知 p ( y ) 是一多项式,同时注意到$2

f - s$f =

0, P1 < W
2
0(R

2
) , 所以 p ( y ) 至多是一次多项式# 

其次,当 y I # 时,类似上述方法, 以 y 为圆心, E为半径作圆域S( y , E) , 此时圆 S被边界

#分成两半, 因此

lim
Ey 0

R5S = lim
Ey0

- Q5 S
u
5($u

*
)

5 nx
ds = lim

Ey 0
- Q5S

u -
2
r

ds = - 2P( u
-

( y ) + u
+

( y ) )# 

不难看出定理 3结论( Ò)成立# 证毕# 

由定理3, 若 g、u0在穿过 # 时是连续的, 即[ 5u /5 n] = [ u] = 0,则( 1) 的解可表示为

u ( y ) =
1

4PQ#
R( x ) u

*
( x , y ) - U( x )

5 u
*

( x , y )
5nx

ds + p ( y )   Py I R
2# ( 12)

当 y I # 时,联系问题( 1) 的边界条件可得边界积分方程

u0( y ) =
1

4PQ#
R( x ) u

*
( x , y ) - U( x )

5 u
*

( x , y )
5 nx

ds + p ( y ) ,

g ( y ) =
1
4PQ#

R( x )
5 u

*
( x , y )
5 ny

- U5
2
u

*
( x , y )

5 nx5 ny
ds +

5p ( y )
5 ny

# 
( 13)

记 W = H
- 3/ 2

( #) @ H
- 1/ 2

( #) , ÜW = ÜH- 3/ 2
( #) @ ÜH - 1/ 2

( #)# 

150 屈曲特征值问题的边界元方法及收敛性分析



定理 4  边界积分方程( 13)定义了商空间上的一个同构映射:

(H
3/ 2

( #) @ H
1/ 2

( #) ) / P 1 y ÜW# 

证明  由( 13)式,不难看出

u0 - p ( y ) , g -
5p ( y )
5 n

I (H
3/ 2

( #) @ H
1/ 2

( #) ) / P 1# 

据定理1、定理 2及迹定理,可立即得本定理结论# 证毕# 

分别用 Rc( y ) I ÜH - 3/ 2
( # ) , Uc( y ) I ÜH 1/ 2

( #) 乘( 13) 中的第一和第二个方程的两端,然后

关于 y 在 # 上积分得变分方程:

求( R, U) I ÜW, 使满足

b( ( R, U) , ( Rc, Uc) ) = 3u0, Rc4- 3g, Uc4  P( Rc, Uc) I ÜW,
( 14)

式中

b( ( R, U) , ( Rc, Uc) ) =
1
4PQ#Q#

R( x ) Rc( y ) u
*

( x , y ) - U( x ) Rc( y )
5 u

*
( x , y )
5 nx

dsxdsy -

    1
4PQ#Q#

R( x ) Uc( y )
5u

*
( x , y )
5 ny

- U( x ) Uc( y )
52

u
*

( x , y )
5 nx5ny

d sxdsy ,

3u0, Rc4= Q#
u0( y ) Rc( y ) dsy , 3g, Uc4= Q#

g( y ) Uc( y ) dsy# 

定理 5  变分方程( 14)在 ÜW中有唯一解# 

证明  设 u和uc是分别对应于 ( R, U) 和 ( Rc, Uc) , 由变分方程( 7) 所确定的解, 记 u0 =

u | # , u
c
0 = uc| #, g = 5 u/ 5 n | #, gc= 5 uc/ 5 n | # , ( R, U) 和( Rc, Uc) 均满足积分方程组( 13)# 

由方程( 13) 和( 7) 得

b( ( R, U) , ( Rc, Uc) ) = 3u0, Rc4- 3g , Uc4= QQR
2$u$ucdx + sQQR

2¨u# ücdx ,

b( ( Rc, Uc) , ( R, U) ) = - 3u0, Rc4- 3g , Uc4 = QQR
2$u$ucdx + sQQR

2 ü# ücdx ,

即 b( ( R, U) , ( Rc, Uc) ) 是对称的双线性形式# 下式说明 b (#, #) 还是 ÜW_强制的,

b( ( R, U) , ( Rc, Uc) ) = QQR
2$u$ucdx + sQQR

2 ü#¨ucdx =

    | u |
2
W

2

0
(R

2
) + s | u |

2
W

1

0
(R

2
) \ C1 +u +2

W
2

0
(R

2
) / P

1
+ sC2 +u +2

W
1

0
( R

2
) / P

1
\

    C1 +u +2
W2

0
(R2) / P

1
\ C ( +R+2

H- 3/2( # ) + +U+2
H- 1/2( #) )# 

另外 b ( ( R, U) , ( Rc, Uc) ) 和3u0, Rc4- 3g, Uc4在 ÜW 上显然是连续泛函# 由Lax_Milgram定理

知变分方程( 14) 在 ÜW 中有唯一解# 证毕# 

综上所述,问题( 1)的解可以表示为( 12)式, 其中 ( R, U) 由方程组( 13) 解出# 为了解出多

项式 p ( y )# 现采用Lagrange乘子法# 记

w = ( R, U) , wc = ( Rc, Uc) , f = ( u0, g ) ;

解如下变分问题:

求解( w , p ) I W @ P1 使得满足下列两个方程,

b( w, wc) + E ( p , wc) = 3f , wc4  Pwc I W,

E ( pc, w ) = 0           Ppc I P 1# 

( 15)

式中

3f , wc4= - 3u0, Rc4+ 3g , Uc4,
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E ( pc, wc) = - Q#
Rc( y ) pc( y ) ds + Q#

Uc( y )
5pc( y )
5 ny

ds# 

定理 6  变分问题( 15)的解 ( w , p ) I W @ P1存在且唯一# w = ( R, U) 恰好是变分方程

( 14) 的解, p ( y ) 即为( 12) 中要求的多项式# 

证明  首先注意到 ÜW = w = ( R, U) I W | E ( pc, w ) = 0, Ppc I P1 , 由定理 5知

b( w , wc) 是对称的连续双线性,且具 ÜW_强制,任取 pc( y ) = a0 + a1y 1 + a2y 2 I P 1, 令 wc=

(- pc, 0) I W,则

E ( pc, wc) = - Q#
| pc |

2ds = +pc+2
0, ## 

因 dimP 1 = 3,故 P1 上所有范数等价# 

从而

+wc+W = +pc+- 3/ 2, # [ C +pc+0, # ,

这里取 ( Rc, Uc) = (- pc, 0) ,

sup
w I W

E( pc, w )
+w +W

\ E ( pc, wc)
+wc+W

\
+pc+2

0, #

C +pc+0, #
\ C

- 1 +pc+P
1
  Ppc I P1# 

由Brezzi定理[ 2]知问题( 15)在 W @ P1中有唯一解( w , p ) , w = ( R, U) , 由于w 满足( 15)的第二

个方程, 所以 w I ÜW, 因此保证了w 适于约束条件( 12) ,取 wc I ÜW,则对每个多项式 p I P 1,

有 E ( p , wc) = 0( Pwc I W)# 由( 15) 的第一个方程知 w 恰好是方程( 14) 的解,由 wc的任意

性知 p ( y ) 还满足( 12) # 证毕# 

据此定理,可由变分方程( 15)解出 ( w , p ) = ( ( R, U) , p ) ,然后再由( 12) 式可求得问题( 1)

的全平面上的解 u ( y )# 

2  边 界元 方 法

以下总设边界 #是光滑或分片光滑的# 对变分问题( 15)进行边界元离散化,先划分边界

#,即在 #上选取NE个分点,将它们依次用曲线段 #eh连接起来, 本文中 #eh是直线段,得多边

形 #h = E
NE

e= 1
#eh, 以 #h 去逼近边界 ## 然后在 #h 上建立边界函数空间:

W
( m, n)
h = H

- 3/ 2
(m ) ( #h) @ H

- 1/ 2
( n) ( #h)# 

记号H
- 3/ 2
( m ) ( #h ) 和H

- 1/ 2
( n) ( #h ) 分别表示在每个单元 #eh上限制为m次和n次多项式的分段多项

式函数空间# P 1h 为P 1在 #h 上的限制# 这时边界变分方程( 15) 的近似问题表述为:

求( wh, ph ) I W
( m, n)
h @ P1h 使满足

bh ( wh , w
c
h ) + Eh ( p h, w

c
h) = 3f h , w

c
h4  Pw

c
h I W

( m, n)
h ,

Eh ( p
c
h , wh ) = 0            Pp

c
h I P1h,

( 16)

式中

bh ( ( Rh, Uh ) , ( R
c
h, U

c
h ) ) =

    1
4PQ#

h
Q#

h

Rh ( x ) Rch( y ) u
*

( x , y ) - Uh ( x ) Rch( y )
5u

*
( x , y )
5nh

x

dsx dsy -

    1
4PQ#

h
Q#

h

Rh ( x ) U
c
h ( y )

5 u
*

( x , y )
5 nh

y

+ Uh( x ) U
c
h ( y )

52
u

*
( x , y )

5 nh
x
5nh

y

dsx dsy ,

3f h, w
c
h4= - 3u0h, R

c
h4+ 3gh , Uc

h4,
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3u0h , R
c
h4 = Q#

h

u0h ( y ) R
c
h( y ) dsy ; 3gh , U

c
h4= Q#

h

gh ( y ) U
c
h ( y ) dsy ,

Eh( p
c
h , wh ) = - Q#

h

Rh( y ) p
c
h( y ) - Uh( y )

5p
c
h ( y )

5 nh
dsy ,

这里 u0h、gh 分别是已知函数u0、g 的近似, bh ( #, #) 是定义在 W
( m , n)
h @ W

( m, n)
h 上的双线性形

式, Eh 是定义在P1h @ W
( m, n)
h 上的双线性形式, nh 是近似边界 #h 上的单位外法向量# 令

ÜW ( m, n)
h = w h I W

( m , n)
h | Eh ( p h, wh) = 0, Pp h I P 1h # 

定理 7  离散问题( 16)在 W
( m, n)
h @ P 1h 中有唯一解# 

证明  与定理 5中证明双线性形式 b( #, #) 具 ÜW_强制性的连续性类似,可证明 bh( #, #)

具 ÜW ( m , n)
h _强制性和连续性,并且因

sup
w

h
I W

( m, n)
h

Eh( ph , wh )

+wh +W
( m, n)

h

\
Eh ( p h, w

c
h)

+w
c
h +W

( m, n)

h

\
+p h +2

0, #
h

c +p h +0, #
h

= c
- 1 +ph +0, #

h
  Pph I P1h ,

其中 w
c
h = (- p h, 0) ,则由[ 2] 推论 111知定理结论成立# 证毕# 

以下用常单元, 即分段常函数空间 W
(0, 0)
h ,来说明边界元法数值求解问题( 16) 的过程# 

空间 W
(0, 0)
h 的基函数可表示为:

Rhi = Dhi

Uhi = Dhi
  h, i = 1, 2, ,, NE , 式中Dhi =

1  当 h = i ,

0  当 h X i# 

wh = ( Rh, Uh ) I Wh 中的分量可分别表示为:

Rh = E
NE

i= 1
Ki Rhi , Uh = E

NE

i = 1
Xi Uhi# ( 17)

又设未知多项式

ph = N1 + N2y 1 + N3y 2, ( 18)

分别将

Ñ) R
c
h ( y ) = Rhi , U

c
h( y ) = 0, i = 1, 2, ,, NE ,

Ò) Rc
h ( y ) = 0, Uc

h( y ) = Uhi , i = 1, 2, ,, NE

及( 17)、( 18)代入( 16)的第一个方程;分别将

Ó) p
c
h = 1, p

c
h = y 1, p

c
h = y 2

中的各个 p
c
h 及( 17)、( 18) 代入( 16) 的第二个方程# 经整理并将它们联立起来可得如下代数

方程组:

A11 A12 C1

A21 A22 C2

C
T
1 C

T
2 O

+

8

.

=

B1

B2

O

, ( 19)

其中

Ask = ( a
sk
ij ) , Cs = ( c

s
im) , Bs = ( b

s
i ) , + = ( Kj ) , 8 = ( Xi ) , . = ( Nj ) ,

O是三阶零矩阵, i , j = 1, 2, ,, NE ; s , k = 1, 2; m = 1, 2, 3# 

a
11
ij =

1
4PQ#

ih
Q#

j h

u
*

( x , y ) dsxdsy , a
12
ij = -

1
4PQ#

ih
Q#

j h

5u
*

( x , y )
5nh

x

dsx dsy ,

a
21
ij =

1
4PQ#

ih
Q#

j h

5u
*

( x , y )
5 nh

y

dsx dsy , a
22
ij =

1
4PQ#

ih
Q#

j h

52
u

*
( x , y )

5 nh
x
5 nh

y

dsx dsy ,

153丁   睿    丁  方  允    张   颖



c
1
i1 = - Q#

i h

dsy , c
1
i2 = - Q#

i h

y 1d sy , c
1
i 3 = - Q#

i h

y 2dsy ,

c
2
i1 = 0, c

2
i 2 = - Q#

i h

5y 1

5 nh
y

dsy , c
2
i3 = - Q#

i h

5y 2

5 nh
y

dsy ,

b
1
i = - Q#

i h

u0h ( y ) dsy , b
2
i = Q#

i h

gh( y ) dsy# 

容易看出 ( 2NE + 3) @ ( 2NE + 3) 阶的代数方程组( 19) 是对称的# 若( Ki )、( Xi )、( Ni ) 是方程组

(19) 的解,由( 17)、(18) 得近似问题( 16) 的数值解 Rh、Uh、p h# 故( 1) 的数值解可由下式给定

uh( y ) =
1

4PQ#
h

Rh ( x ) #u
*

( x , y ) - Uh( x )
5 u

*
( x , y )
5 nh

x

dsx + ph ( y )# ( 20)

3  误 差估 计

为叙述简明,本节设边界 # 是一凸多边形# 按第 2节的边界划分总有 #h = ## 记 le 为

几何单元 #eh 的长度, l = max
1 [ e [ NE

l e# 这里还设划分是正则的,即存在与 l无关的常数 A使得

max
1 [ e [ NE

l / l e [ A# 

仍采用记号 W
( m , n)
h 表示分段多项式函数空间, m 为正整数, n 为非负整数# 记

H
- 3/ 2

( #h ) = Rh | Rh | #
eh

= �Reh I Pm , H
- 1/ 2

( #h) = Uh | Uh | #
eh

= �Ueh I Pn # 

引理 2  设 ( ( R, U) , p 1) 是方程( 15) 的解, ( ( Rh , Uh) , p 1h ) 是方程( 16) 的解,则有如下估计

式

+R- Rh +- 3/ 2, # + +U- Uh +- 1/ 2, # [ ch
3/ 2

( h
m+ 1 + R+m+ 3/ 2, 8 + h

n +U+n+ 1/ 2, 8 ) , ( 21)

其中 c 是与h 无关的常数# 

证明  根据[ 2]中定理 211知( 16)有唯一解 ( wh , p 1h) = ( ( Rh , Uh) , p 1h) 且

+R- Rh +2
- 3/ 2, # + +U- Uh +2

- 1/ 2, #
1/ 2

+ +p 1 - p 1h +P
1

[

    c inf
w

c
h

I W
( m, n)
h

( +R- Rc
h +- 3/ 2, # + + U- Uc

h +- 1/ 2, #) + inf
p
c
1h

I P
1

+p 1 - p
c
1h +P

1 =

    c inf
Rc
h

I H
- 3/2

( m)

+R- Rc
h +- 3/ 2, # + inf

Uc
h

I H
- 1/2

( n)

+ U- Uc
h +- 1/ 2, # # 

记正交投影算子 Ch: H
- 3/ 2

( #) y H
- 3/ 2
( m) ( #h) , C

c
h :H

- 1/ 2
( #) y H

- 1/ 2
( n) ( #h ) ; 插值算子 0 h :

C ( #) ( < H
- 3/ 2

( #) ) y H
- 3/ 2
(m ) ( #h) , 0

c
h: C( #) ( < H

- 1/ 2
( #) ) y H

- 1/ 2
( n) ( #h ) ,则有

inf
Rc
h

I H
- 3/2

( m)

+R- Rc
h +- 3/ 2, # = + R- Ch R+- 3/ 2, # = + R- 0hR+- 3/ 2, # ,

inf
Uc

h
I H- 1/ 2

( n)

+ U- U
c
h +- 1/ 2, # = +U- C

c
hU+- 1/ 2, # = +U- 0

c
hU+- 1/ 2, ## 

又

+R- 0 hR+- 3/ 2, # [ ch
m+ 3/ 2 + R+m+ 3/ 2, 8 , + U- 0c

hU+- 1/ 2, # [ ch
n+ 1/ 2 +U+n+ 1/ 2, 8# 

将上述推导连接起来,引理得证# 证毕# 

引理 3  对充分大的正数 L ,当 | y | [ L 时,存在 M = M ( L ) > 0,使得

+u
* +3/ 2, # [ M,

5 u
*

5 nx 1/ 2, #
[ M# ( 22)

证明  由[ 1, 7]经仔细计算可得所述结果# 证毕# 

定理 8  设 u( y ) 是方程( 1) 的解, uh ( y ) 是由( 20) 所定义的方程( 1) 的数值解,对充分大
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的正数 L ,当 | y | [ L 时

| u( y ) - uh( y ) | [ ch
3/ 2

( h
m+ 1 +R+m+ 3/ 2, 8 + h

n +U+n+ 1/ 2, 8 ) , ( 23)

其中 c 是与h 无关的常数# 

证明  对任意给定的正数 L, 当 | y | [ L 时,由( 20) 式及引理 3,有

| u( y ) - uh( y ) | [ 1
4PQ#

( R( x ) - Rh ( x ) ) u
*

( x , y ) d sx -

    Q#
h

( U( x ) - Uh( x ) )
5u

*
( x , y )
5nh

x

dsx + p ( y ) - p h( y ) [

    1
4P

+ R- Rh +- 3/ 2, # +u
* +3/ 2, # + +U- Uh +- 1/ 2, #

5 u
*

( x , y )
5 nx 1/ 2, #

[

    ch
3/ 2

( h
m+ 1 + R+m+ 3/ 2, 8 + h

n +U+n+ 1/ 2, 8 )# 证毕# 

注  当 H- 3/ 2
( m) ( #h ) 和 H - 1/ 2

( n ) ( # h) 中指标 m = k - 1, n = k 时

| u( y ) - uh ( y ) | [ chk+ 3/ 2( +R+ k+ 3/ 2, 8 + + U+ k+ 1/ 2, 8 )# (24)

从收敛阶数上讲,估计式( 21)式是最佳的# 

4  数 值算 例

为了核验数值方法的正确性, 我们给出如下算例:

$2
u - s$u = 0   8 = [ 0, 1] @ [ 0, 1] ,

u | #
1
= e

- x
, u | #

2
= e

- ( y+ 1)
, u | #

3
= e

- ( x+ 1)
, u | #

4
= e

- y
,

5u
5n #

1

= e- x
,
5u
5n #

2

= - e- ( y+ 1)
,

5u
5n #

3

= - e- ( x+ 1)
,
5u
5 n #

4

= e- y
,

( 25)

其中

#1 = ( x , y ) | x I [ 0, 1] , y = 0 , #2 = ( x , y ) | y I [ 0, 1] , x = 1 ,

#3 = ( x , y ) | x I [ 0, 1] , y = 1 , #4 = ( x , y ) | y I [ 0, 1] , x = 0 # 

令 s = 2# 问题( 25) 的精确解为 u( x , y ) = e- ( x+ y )# 对问题( 25) 采用本文中的边界元方

法求解,各边界划分为 4个单元,则计算结果如下表所示:

     表 1

( x, y ) 数值解 精确解

( 1/3, 1/ 3) 01497 321 9 01513 417 1

( 1/3, 2/ 3) 01358 860 1 01367 879 4

( 2/3, 1/ 3) 01358 860 1 01367 879 4

( 2/3, 2/ 3) 01277 483 6 01263 597 1
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Boundary Element Method for Buckling Eigenvalue

Problem and Its Convergence Analysis

DING Rui1,  DING Fang_yun2,  ZHANG Ying3

( 11Depa rtm ent of Mathem atics , Soochou Un iver sity , Suzhou 215006, P R China ;

21Depa rtm ent of Mathem atics , Lanzhou Univer sity , Lan zhou 730000, P R Chin a ;
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Abstract: The conditions for determining solution of buckling eigenvalue problem are discussed. The

corresponding system of integral equations with constraint conditions and boundary variational equa-

tions with Lagrange multiplier are established. The theorems on the existence and uniqueness of the

solution for these problems are given. The corresponding boundary element method is constructed and

the error estimation for the approximation solution is obtained. Finally the numerical example is giv-

en.

Key words: Lagrange multiplier; BEM; Sobolev space
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