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摘要 : � 对一类有广泛应用的活动边界域上非线性抛物型分布参数系统进行建模�� 采用将系统转

化为固定域系统或转化为集中参数系统的方法, 从理论上分析了系统的基本特征, 得出控制变量

存在两个临界值,大者区分边界活动与否, 小者区分边界活动后会自动停止与否�� 将平面、柱面和

球面的一维系统表述成统一形式,通过计算机仿真研究了系统开环控制和闭环反馈控制的动态特

性,数值结果与理论结果一致�� 计算机仿真表明系统是适定的、稳定的, 而且是可测的和可控的��
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引 � �言

在航空航天工程防热中
[ 1, 2]

, 在大型混凝土浇注、化工生产、粉末冶金以及森林火灾和扬

沸火灾中[ 3, 4] , 存在一类应用广泛的活动边界域上非线性抛物型分布参数控制系统��这类系

统的特点是:有第三类边界条件、活动边界、还可能有域内活动的间断面;控制变量一般出现在

边界条件中,在一定的条件下还同时出现在方程中��本文对这类系统进行建模,从理论上分析

了系统的基本特征, 采用两种方法进行数字仿真: 1) 将活动边界域上系统转化为固定域上系

统; 2) 将分布参数系统转化为集中参数系统��针对一维系统,用计算机仿真研究了系统开环

控制和闭环反馈控制的动态特性, 数值结果与本文理论公式结果一致��计算机仿真表明系统

是适定的、稳定的、可测的和可控的��

1 �状态函数和状态方程

本文采用的符号与文献[ 2]相同,根据文献[ 2, 5, 6] , 由发汗冷却系统得出一类活动边界域

上的分布参数控制系统为
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其中 T、T a和 l 分别为多孔性热层的温度、烧蚀温度和厚度, �L 是冷却剂的密度, �是发射系

数, �为Stefan_Boltzmann常数�� q = q0( 1- T ( t , x , s , z ) / Tr ) , p 0和T r为外部气流的压力和滞

止温度�� Oxyz 为正交贴体坐标系, 坐标曲面 Oxz 与热层内壁面重合, y 轴向外, hx、hy 和hz

为Lam�系数, 有 hy = 1�� y = s( t , x , z ) 为活动边界的位置, �/�n 为沿活动边界的外法向导

数��T ( t , x , s , z ) = T a是边界活动的必要条件�� 在各热物理系数中, k 和 �随T 的变化最为

重要[ 7]
,可以表成 k = 1/ ( AT ) + N 和 � = BT

- n
, 其余的均可以近似地取为常数�� q0、T r 和

p 0( t , x , z ) 为系统的环境输入变量�� 系统的状态函数为 T = T( t , x , y , z ) , p = p ( t , x , y , z ) ,

s = s ( t , x , z ) , 控制变量为 p e ( t ) ,可变的空间定义域为 R � ( 0, 1- s ) � R�� 上述系统的一个

简单情形是冷却剂是不可压缩的,有 �L 为常数,在一般情形下,则冷却剂是完全气体, 有物性

方程 p = R�LT( R 为气体常数) ,因此方程是封闭的�� 定解问题( 1) 中的第一式、第二式和最

后一式组成状态方程�� 前两个方程是二阶抛物型偏微分方程, 最后一个方程是一阶的偏微分

方程, 均显含非线性项,边界条件也是非线性的�� 系统还可以在域内有活动的弱间断面引起

的附加项,本文不予考虑��

系统有两类控制模式��为了使系统的解确定起见,控制条件写成

1) 第一类控制模式(控制边界不活动) : 选取 T b � T a ,则

� � 当 t > 0时, T ( t , x , l , z ) � T b,且l im
t � �

max[ T ( t , x , l , z ) ] = T b; ( 2)

2) 第二类控制模式(控制边界活动距离) :设定 t� > 0和 s� < l 时,则

� � 当 t � t�时, s ( t , x , z ) � s� ,且min[ s( t�, x , z ) ] = s��� ( 3)

记系统输出为

� �
T l = T( t , x , l , z ) , Tw = T ( t , x , s, z ) , T� = T ( t , x , s�, z ) ,

p l = p ( t , x , l , z ) , pw = p ( t , x , s , z ) , p � = p ( t , x , s�, z ) ,
( 4)

显然,这些物理量都是可以测量的,则系统可建模如图 1, 其中反馈控制器( � )在第一类控制

模式中用以镇定 Tw = T b,在第二类控制模式中用以镇定边界活动开始的时间 t1 � t�;反馈控

制器( � ) 在第二类控制模式中用以镇定min[ s( t�, x , z ) ] � s���

关于系统( 1)的适定性问题, 对于固定域上的线性分布参数系统和活动边界域上Stafen问

题已经证明[ 6] , 而对于一般性问题还有待解决, 控制模式的稳定性在理论上也有待解决��下

面对一维系统进行理论分析, 不考虑热膨胀的影响, 并用计算机仿真研究系统的开环控制和
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图 1� 系统控制建模简图

闭环反馈控制的动态特性, 考察其稳定性, 可测性

和可控性��

2 �化为固定域系统

设一维系统中各系数均为常数, 且 �L = 常数,

则由定解问题( 1) 的第二式积分得

p ( t , y ) = p 0 - ( p l ( t ) - p 0) ( 1 - y / l )�� ( 5)

于是定解问题( 1)中只剩下两个未知函数 T( t , y ) 和

s ( t ) , 以及两方程(定解问题( 1) 中第一式和第后一

式)�� 对于平面、柱面和球面的一维系统, 分别由笛

卡尔坐标、柱坐标和球坐标,定解问题可以写成统一

形式[ 7, 8]�� 记 A = a/ l ,其中 a 为柱面和球面热层的内径,平面时 a = 0�� 引入特征时间 �=

�scsl
2
/ k 和无量纲参数

� �
�= q0 l / ( kT ) , �= L/ ( cs( T a - T c) ) ,

� = �k / ( K�L cpL ) , qr = ( Tr - T c) / ( T a - T c)��
( 6)

作无量纲变换:

� �
�= t / �, �= ( r - a) / s ( t ) , �s = s( t ) / l ,

�( �, �) = ( T - T c) / ( T a - T c) , Cp ( �) = ( p l ( t ) - p 0) / p 0,
( 7)

则定解问题( 1)化为

� �

��
��=

1
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2
�2�
��2

+
�[ �s( �) �+ A]
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- �A�

[ �s ( �) �+ A]
��s( �)

+
s
�

( �) �
�s( �)

��
��,

d�s ( �)
d�

= �
1
�s ( �)

�
���( �, 1) - �( �r - �( �, 1) ) ,

�( 0, �) = 0, �s( 0) = 1, s
�

( 0) = 0,
1
�s ( �)

��( �, 0)
�� = ��( �, 0) ,

�( �, 1) � 1, �s ( �) � 0, [ �( �, 1) - 1] �s ( �) = 0,

( 8)

其中 �= 0, 1, 2分别为平面、柱面和球面的情形, �= �Cp ( �) ( Cp( �) 为控制变量) 将由控制条

件式( 2) 或式( 3) 式决定�� 定解问题( 8) 加上控制条件构成一个固定域[ 0, 1] 上分布参数的非

线性控制系统,以 �和�为状态变量, �( �, �) 和�s ( �)为状态函数,特点是控制变量不仅出现在

方程中, 同时还出现在边界条件中�� 当恒有 �< 1时,由于�s( �) � 0,只有一个状态函数 �( �,

�) ,上述定解问题是固定域上线性变系数抛物型偏微分方程的初边值问题; 而当 �= 1时,

�s ( �) 也是未知函数,则上述定解问题成为固定域上非线性抛物型偏微分方程和常微分方程联

立的初边值问题��

在第一类控制问题中,令 �= ( T - T c) / ( T b - T c) ,则控制条件式( 2) 化为

� � �( �, 1) � 1, 且 lim
t � �
�( �, 1) = 1�� ( 9)

此时 �s ( �) � 0,控制变量 Cp ( �) 受控制条件式( 9) 的制约,立即得出平衡状态的温升分布为
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� �

平 面: � �= exp[- �( 1- �) ] ,

轴对称: � �=
�+ A
1+ A

�A

,

球对称: � �= exp �A 2 1
1+ A

-
1
�+ A

,

( 10)

其中 �= �Cp ( � ) ,相应的控制变量为

� � Cp ( � ) =
��( T r - T b) / ( T b - T c) (平 面) ,

( 1+ 1/ A )
���( Tr - T b) / ( T b - T c) � � (柱、球)��

( 11)

显然,控制变量以区分边界是否活动的第一临界值为

� � CpC1 =
��( T t - T a) / ( T a - T c) (平 面) ,

( 1+ 1/ A )
���( Tr - T a) / ( T a - T c) � � (柱、球) ,

( 12)

不难看出, CpC1 是边界不出现活动时所需的控制变量的最小值�� 此时, 系统最简单的开环控

制是取控制变量为常数, 并使

� � Cp � CpC1�� ( 13)

在第二类控制问题中,控制条件( 3)的无量纲形式为

� � 当 � � ��时, 有 �s ( �) � �s�, 且 �s ( ��) = �s��� ( 14)

现在来研究无量纲控制变量 Cp( �) 为常数的情形�� 若存在lim
t � �
�s ( �) = �s� � 0,则 lim

t � �
s
�

( �)

= 0,由定解问题( 1) 第二式得

� � 当 � � � , � 1
�s�
�
���( �, 1) - �[ �r - �( �, 1) ] = 0��

根据此时平衡状态解(参见式( 10)和( 11) ) ,得出相应的控制压力系数为

� � Cp = ( 1 + �s�/ A )
���( T r - T a) / ( T a- T c) � � (柱、球)�� ( 15)

显然,控制变量以区分边界活动后是否会自动停止(物理上显然)的第二临界值为

� � CpC2 = ��( Tr - T a) / ( T a - T c) � � (柱、球)�� ( 16)

不难看出, CpC2即边界出现活动后会自动停止时所需的控制变量的最小值, 且 CpC2 < CpC1��

在平面一维系统中, 第二临界压力系数等于第一临界压力系数�� 此时控制系统边界后退距离

最简单的开环控制是取控制变量为常数,并使

� � CpC1 � Cp � CpC2�� ( 17)

整个系统动态性能的计算机仿真, 分成边界活动前固定域阶段和边界活动后的可变域阶

段��本文对抛物型偏微分方程采用二阶精度的 Crank_Nichelson隐式差分格式, 对常微分方程

采用 4阶精度的 Runge_Kutta 法, 交替迭代��这一数值仿真方法的优点在于网格只需一次生

成,并保证整个计算进程中空间区域总有同样多的网点,不会出现精度损失��数值结果与理论

结果(见公式( 9) , ( 11) , ( 14) , ( 15) )完全一致,如图 2所示��数值仿真表明系统是适定的、稳定

的,而且是可测的和可控的��

3 �化为集中参数系统

这类活动边界域上分布参数系统在平面一维和 �L = 常数的条件下, 可以通过第二类

Volterra积分化为集中参数系统
[ 9, 10]��由于在边界活动前,系统为本征值问题, 有级数解��因

此,这里只讨论边界活动后的情形��取边界活动开始的时间为时间坐标原点,引入参数
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� � ( a) 控制变量随外界目标温度 T b 的变化� � � � � � ( b) 平面情形的表面烧蚀后退规律

� � � ( c) 圆柱情形的表面烧蚀后退规律� � � � � � � ( d) 圆球情形的表面烧蚀后退规律

图 2� 系统特征� 数值模拟结果

� �
�=

k
�scs

, �=
K�L cpL

��scs

p l ( t ) - p 0

l
, �=

�l
2�

,

C
*
1 =

kT a

�L�
, C

*
2 =

ql( 1 - T a/ T r )

�L�
,

( 18)

作无量纲变换:

� �
�= y / l , �= �t / l

2
, �s ( �) = s( �) / l ,

u( �, �) = [- 1+ T( l�, l
2�/ �) ] exp( ��+ �2�) / T a,

( 19)

则一维定解问题的无量纲形式为:

� � �u
�� =

�2 u

��2
, ( 20a)

� � ( u� + �u) | �= 0 = ( T c/ T a - 1) 2�exp( �2�) , ( 20b)

� � u | �= �s( �) = 0, ( 20c)

� � s
�

( �) = C
*
1 exp(- �(�s�) - �2�)�u

�� �= �s ( �)
- C

*
2 , �s ( 0) = 1, ( 20d)

� � u | �= 0 = (- 1+ f ( l�) / T a) exp( ��) , ( 20e)
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其中 f ( y ) = T( y , 0)�� 定解问题( 20) 有活动边界, 是一类新的 Stefan问题��记:

� �

v( �) =
�u
�� �= �s( �)

, h( �) = u ( 0, �) , w ( t ) =
dh( �)

d� ,

�s ( �) = exp( ��s( �) ) ,

�( �) = u | �= 0 = (- 1+ f ( l�) / T a) exp( ��) ,

g( �) = ( T c/ T a- 1) 2�exp( C
2

S ) ,

( 21)

则定解问题( 20)可以转化为等价的第二类非线性 Volterra型积分方程组:

  

v( S) = 2 <( 0) -
g( 0) - <c( 0)

C
N( �s ( S) , S; 0, 0) +

  2Q

1

0
<c ( N) N ( �s ( S) , S; N, 0) d N- 2Q

S

0
w ( X) N( �s ( S) , S; 0, X) d X+

  2Q

S

0
GN( �s ( S) , S; �s ( X) , X) d X,

w ( S) =
1

P
CQ

S

0

w ( X)

S- X
d X-

Q

S

0

gc( X)

S - X
d X+

  Q

S

0

d X

S - XQ

X

0
M( X) GNX( 0, X; �s ( X) , X) d X +

  
1

PQ

S

0
<c ( l ) NN( 0, X; l , 0) -

Q

1

0
<d ( N) NN( 0, X; N, 0) dN d X

S - X
,

R( S) = - CC
*
2

Q

S

0
R( X) d X+ eC

+ CC
*
1

Q

S

0
M( S) e- C

2
S d X,

( 22)

其中 G( N, S; G, X) 和 N ( N, S; G, X) 的定义如下:设

  K ( N, S; G, X) =
1

2 P( S - X)
exp -

( N- G)
2

4( S - X)
# ( 23)

令

  
G( N, S; G, X) = K ( N, S; G, X) - K (- N, S; G, X) ,

N ( N, S; G, X) = K ( N, S; G, X) + K (- N, S; G, X) ,
( 24)

上述积分方程组中的 GN、NN、GNS指相应函数对各下标的偏导数# 

于是, 平面一维活动边界域上分布参数系统( 20)化为集中参数系统( 22)# 这一方法的优

点是极为明显的: 1) 活动边界域无需特殊处理,而且不必计算热层的温度分布就可以直接得

到热层表面的烧蚀量和烧蚀速率随时间的变化规律、确定出表面烧蚀的开始时间和终了时间、

以及它们各自随控制压力的变化,这正是工程应用中关心的焦点; 2) 集中参数系统的研究要

比分布参数系统的研究成熟得多, 便于引用集中参数系统中的研究成果# 

同样地,本文将整个系统动态特性的研究分成边界活动前固定域阶段和边界活动后的可

变域阶段# 在平面一维边界活动前的固定域阶段,平面一维系统可以通过本征值问题求得级

数解, 由此给出定解问题( 20)的初始条件# 在边界活动后的计算机仿真中采用迭代法, 对第

二类Volterra型积分方程采用均匀时间步推进的多步法; 对常微分方程采用 4 阶 Runge_Kutta

法# 计算中将遇到 Dirac函数的积分, 奇点在 S = 0处, 通过变换转移奇点的方法, 可以顺利

解决# 

4  系统的反馈控制

设系统是无条件稳定的,由于环境输入的干扰因素变化的特征时间(秒量级)远大于系统
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本身的特征时间(毫秒量级) , 因此我们可以用平衡状态来设计反馈控制器[ 5]
# 当环境输入变

化时,得出修正的压力增量为

  $ p = A p 0 1+
2 LR ÛmLT c l

Kp
2
0

1+
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其中 A 为放大系数# 不加阻尼器以及不计伺服机构的影响,方程( 25) 就是简单的反馈控制的

动态方程# 闭路反馈控制的方框图见图1# 简单反馈控制的计算机仿真很快地得到了稳定的

结果# 数值结果见图 3# 

图 3  在 q0 = a[ 1 + 01 25sin(5P t) ] 的条件下,第一类

控制模型通过反馈控制器( Ñ )对加热面温度的

动态控制 ( Hw 为无量纲温度, S 为无量纲时间)

5  结 束  语

本文研究了一类活动边界域上分布参数的非线性控制系统,给出数值仿真方法,数值结果

与理论结果完全一致# 数值仿真表明系统是适定的、稳定的,而且是可测的和可控的# 

计算图中物性参数:

  Qs = 2 707 kg/ m3
, c s = 938 W#s/ kg#K , T a = 93313 K, k = 238 W/ m#K ,

  T c = 288 K, QL = 01190 6 kg/ m3
, p 0 = 11013 25 N/ m2

,

  cpL = 512 @103 W#s/ kg#K, < = 011, q 0 = 11884 @107 W/ m2
,

  K = 41277 @10- 4 m2
, Tr = 14 000 K, l = 0102 m# 
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Abst ra ct : The modelling of one kind of nonlinear parabolic distributed par ameter contr ol system with

moving boundary , w hich had extensive applications w as pr esented. Two methods were used to inve s-

tigate the basic chara cteristics o f the system: 1) transforming the system in the variable domain into

that in the fixed domain; 2) transforming the distr ibuted par ameter system into the lumped parameter

sy stem. It is found that there are two cr itical values for the control v ar iable: the larger one determines

whether or not the boundary would move, while the smaller one determine s whether or not the

boundary w ould stop automatically. For one_dimensional system o f planar, cy lindrical and spherical

case s the definite so lution pr oblem can be expressed as a unified fo rm. By means of the computer

simulation the open_loop control system and clo se_cycle feedback control system have been investig at-

ed. Numerical re sults agree w ell with theoretical re sults. The computer simulation show s that the sy s-

tem is w ell posed, stable, measurable and contr ollable.

Key wo rds: distributed parameter contro l system; nonlinear; moving boundary ; stability; measura-

bility ; c ontrollability

172 周  建  军   徐  燕  侯


