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摘要: � 对受 4 种机电载荷的内含裂纹的压电陶瓷板的电弹性行为进行了分析�� 利用积分变换方

法将非电渗透型反平面裂纹问题化为对偶积分方程组,求解这些方程组可以获得裂纹线上电弹性

场的明显解析表达式,及裂尖处一些量的强度因子和机械应变能释放率�� 当板的厚度趋近于无穷

大时,所得结果还原为熟知结果��
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引 � �言

由于压电陶瓷具有良好的机电耦合特性,即外加载荷不仅能导致弹性变形还能产生电场,

反之, 电场也能一起弹性变形, 这使得压电陶瓷在许多领域有着极为广泛的应用��近年来,对

内含裂纹的压电陶瓷的断裂行为分析已成为一个相当活跃的研究方向��其研究的一个主要任

务就是要给出压电陶瓷中的电弹性场和分布规律,尤其是在裂纹尖端处的电弹性场特征��

反平面变形是一种较为简单的变形问题��对于压电陶瓷中此类问题的研究, Pak [ 1]和 Li

等[ 2]分别考虑了在无穷远处受均匀反平面剪应力和平面内电场作用下的�型(反平面)裂纹问

题,获得了电弹性场的解析表达式及一些相关量的强度因子��随后, Dunn [ 3]和 Zhang等[ 4]对反

平面裂纹面上的电边界条件的提法进行了精确的考虑,侯密山等[ 5]进一步讨论了界面上的反

平面裂纹问题��对此类动态问题, Dascalu等[ 6]、陈增涛等[ 7]、Li等[ 8, 9]和 Li等[ 10]都分别作了相

应的研究��

在应用上经常遇见的是有限厚的无限带形压电陶瓷板,因此,实际工程中对它的分析则更

为感兴趣��最近, Shindo等
[ 11]
研究了无限带形压电陶瓷板中的电渗透型反平面裂纹问题��使

用的方法是将所讨论的问题化为一个第二类 Fredhom积分方程, 从而给出它的近似解��然而,

当裂纹内部的电介质(如真空)的介电常数与压电陶瓷的介电常数的比率很小时,我们可以将

此裂纹看成是非电渗透型的, 目前,相当多的文献都采用了此假设(如[ 1, 2, 7, 9, 10]等)��本文

讨论有限厚的压电陶瓷板中的反平面非电渗透型裂纹问题,利用积分变换和对偶积分方程理

论,获得裂纹线上电弹性场的解析表达式,及在裂纹尖端处相关量的强度因子和机械应变能释
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放率的明显表达式��

1 �基本方程及问题的提出

考虑一其厚度为2h 的无限长的带形压电陶瓷板�� 在其中心处有一平行于边界表面的长

度为 2a 的Griffith裂纹(如图 1)�� 记 x 3(或 z ) 方向为压电陶瓷的极化方向, 与之垂直的平面

(即 Ox 1x 2或 Oxy 平面) 为各向同性面�� 在线性电弹性理论的框架下,其本构方程为[ 12]

图 1� 受反平面剪应力及电场作

用的含裂纹的压电陶瓷

�ij = C ijklskl - elijE l ,

Di = �ilEl + eiklskl ,
( 1)

其中 Cijkl , �il 和 elij 分别为压电陶瓷板的弹性常

数,介电常数和压电常数; �ij 和D i 分别为应力分

量和电位移分量; skl和E l 分别为应变分量和电场

强度分量,它们可由弹性场位移分量 ui 和电势 �

确定,即

sij = (�ui / �xj + �uj /�x i ) / 2,

E i = - ��/�x i��
( 2)

由于我们在本文中所研究的问题是反平面变形问题(即沿极化方向的纵向剪切问题) ,因

而在这种情况下,所有电弹性场中的物理量均可通过反平面位移 u3( x , y ) 和平面内电势 �( x ,

y ) 这两个量来决定,即对此问题我们有

� � s11 = s22 = s33 = s12 = 0, E3 = 0, ( 3)

及

� �
�xz = c44�u3/ �x + e15��/ �x , �yz = c44�u3/�y + e15��/�y ,

D x = - �11��/ �x + e15�u3/ �x , Dy = - �11��/ �y + e15�u3/�y ,
( 4)

于是,由力的平衡方程和电荷平衡方程得到反平面位移 u3( x , y ) 和平面内电势 �( x , y ) 满足

下列控制微分方程:

� � c44 � 2
u3 + e15 � 2�= 0, e15 � 2�- �11 � 2

u3 = 0�� ( 5)

对一般的压电陶瓷, 有 c44�11 + e
2
15 � 0[ 2]

,所以, 上面的方程可简化为两个独立的调和方

程:

� � � 2
u3 = 0, � 2�= 0�� ( 6)

下面,考虑压电陶瓷在其边界表面上受以下4种组合机电载荷作用, 分别记为问题A到问

题D:

问题 A �受反平面剪应力和平面内电位移作用,即

� � �yz ( x , � h) = �0, Dy( x , � h) = D0� � - � < x < � ; ( 7)

问题 B �两个刚性电极板钳夹住压电陶瓷板的边界,并沿极化方向有一反平面位移, 即两

个边界表面存在有一已知的反平面相对位移和一已知的平面内电势差:

� � u3( x , � h ) = � w 0, �( x , � h) = � �0 � � - � < x < � ; ( 8)

问题 C�受反平面剪应力作用,及板边界面上电势为已知,即

� � �yz ( x , � h) = �0, �( x , � h) = � �0 � � - � < x < � ; ( 9)

问题 D�受平面内电位移作用,及板边界表面存在一已知的反平面相对位移, 即

� � u3( x , � h ) = � w 0, Dy ( x , � h ) = D0 � � - � < x < �� ( 10)
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由于裂纹是非电渗透型的而且是应力自由的,所以,在裂纹面上,我们有

� � �yz ( x , 0) = 0, Dy( x , 0) = 0� � | x | < a�� ( 11)

此外,由于我们考虑的裂纹位于带形板的正中央, 因此,对称性也给出裂纹线上还应满足

下列边界条件:

� � u3( x , 0) = 0, �( x , 0) = 0� � | x | > a�� ( 12)

2 �问题的求解

为了求得方程( 6)在上述边界条件下的解,从上面的分析可知只需对上半带形的右半部分

压电陶瓷进行讨论即可��下面,为了以下书写方便起见,引如下列记号:

� �

W= ( u3, �)
T
, Ty = ( �yz, Dy )

T
, C0( x ) = ( a0( x ) , b0( x ) )

T
,

H1( y�) = ( sinh( y�) , cosh( y�) )
T
, H2( y�) = ( cosh( y�) , sinh( y�) )

T
,

M( �) = (M1( �) , M2( �) ) , M1( �) = ( A 1( �) , B1( �) )
T
,

M2( �) = ( A 2( �) , B2( �) )
T
,

( 13)

其中上标T 表示矩阵的转置��

对方程( 6)关于 x 作Fourier变换, 由谱分析可知函数 u3( x , y ) 和 �( x , y ) 的Fourier变换形

式,然后, 分别取 Fourier逆变换,我们可得到 u3( x , y ) 和 �( x , y ) 以下列形式表出:

� � W( x , y ) = �
�

0
M( �) H2( y�) cos( x�) d�+ yC0, ( 14)

其中 , C0为未知常数, M( �) 中的 A 1( �) , A 2( �) , B 1( �) 和B 2( �) 为变量 �的未知函数,它们均

由给定的具体边界条件决定��

这时,与之相应的反平面剪应力和平面内电位移可由关系式( 4)给出��尤其,我们有

� � T( x , y ) = �
�

0
�KM( �) H1( y�) cos( x�) d�+ KC0, ( 15)

其中

� � K =
c44 e15

e15 - �11

�� ( 16)

下面我们将对问题A到问题 D分别予以讨论:

1) 问题 A的解�在这种情况下,我们可由边界条件( 7)以及( 11)、( 12) , 经过一些简单的

运算,得到下列关系:

� � C0 = K
- 1
T0, A 2( �) = - A 1( �) tanh( h�) , B2( �) = - B 1( �) tanh( h�) , ( 17)

其中 K
- 1表示 K 的逆矩阵, T0 = ( �0, D0)

T
,向量M1( �) = ( A 1( �) , B 1( �) )

T 满足下列对偶积

分方程:

� �
�
�

0
�M1( �) tanh( h�) cos( x�) d�= K

- 1
T0 � � 0 � x < a,

�
�

0
M1( �) cos( x�) d�= 0 � � � � � � � � x > a��

( 18)

利用文献[ 13]中介绍的方法,求解方程( 18) ,我们获得解为

� � M1( �) = K
- 1
T0�

- 1�
a

0
�( t ) sin( t�) dt , ( 19)

其中
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� � �( t ) =
- 2bsinh( 2bt )

�2[ sinh2
( ba) - sinh2

( bt ) ]
1/ 2�

a

0

[ sinh
2
( ba) - sinh

2
( bs ) ]

1/ 2

sinh2
( bs ) - sinh2

( bt )
ds

0 < t < a, ( 20)

这里及在后文中,我们记 b = �/ ( 2h)��

由此, 将所得结果代入( 14) ,我们即可给出板内任一点处的反平面位移和平面内电势,进

一步可以决定其它的场变量��下面,我们给出裂纹线上的反平面剪应力、应变及电位移和电场

强度的计算结果��它们分别为

� � Ty ( x , 0) = T0[ 1- m( x ) ] , ( �yz ( x , 0) , - Ey ( x , 0) )
T

=

K
- 1
T0[ 1 - m( x ) ] , ( 21)

其中

� � m( x ) =
bsinh( 2bx )

�[ sinh2
( bx ) - sinh2

( ba) ]
1/ 2�

a

0

[ sinh2
( ba ) - sinh2

( bs ) ]
1/ 2

sinh2
( bs) - sinh2

( bx )
ds =

� � � � � � sinh( 2bx )
� cosh( ba) [ sinh2

( bx ) - sinh2
( ba) ]

1/ 2[ �( �, �) - K( �) ] � � x > a, ( 22)

这里K( �) = K (tanh( ba) ) , �( �, �) = � sinh2
( ba) / [ sinh2

( bx ) - sinh2
( ba) ] , tanh( ba) 分别

表示第一类和第三类完全椭圆积分, �yz = �u3/ �y�� 按照下面的强度因子定义

� � ( K
�
� , K

�
� , K

D
� , K

E
� ) =

� � � � � � lim
x � a

+
2�( x - a) ( �yz ( x , 0) , �yz ( x , 0) , Dy ( x , 0) , Ey ( x , 0) ) , ( 23)

我们可以计算出在此情况下这些量的强度因子分别是

� �
K
�
�

K
D
�

=
�0

D0
�aFA,

K
�
�

K
E
�

=
1 0

0 - 1
K

- 1
�0

D0
�aFA, ( 24)

其中

� � FA =
2h
�atanh

�a
2h
� 2
�K tanh

�a
2h

�� ( 25)

2) 问题 B的解�这时,从边界条件( 8)以及( 11)、( 12) , 我们发现

� �

C0 = ( w 0/ h, - �0/ h)
T
,

A 2( �) = - A 1( �) coth( h�) ,

B2( �) = - B 1( �) coth( h�) ,

( 26)

其中向量 M1( �) = ( A 1( �) , B1( �) )
T 满足下列对偶积分方程:

� �
�
�

0
�M1( �) coth( h�) cos( x�) d�= C0 � � 0 � x < a,

�
�

0
M1( �) cos( x�) d�= 0 � � � � � � � x > a��

( 27)

类似于上面的分析, 可以给出它的解为

� � M1( �) =
2C0

���
a

0

sinh( bt ) sin( t�)
[ sinh2

( ba) - sinh2
( bt ) ]

1/ 2dt�� ( 28)

由此,容易计算出裂纹线上的反平面剪应力、应变及电位移和电场强度��它们是

� �
�yz ( x , 0)

Dy( x , 0)
= KC0n( x ) ,

�yz ( x , 0)

Ey( x , 0)
=

1 0

0 - 1
C0n( x ) , ( 29)

其中
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� � n( x ) =
sinh( bx )

[ sinh2
( bx ) - sinh2

( ba) ]
1/ 2 � � x > a�� ( 30)

最后,这些量在裂纹尖端处对应的强度因子分别可表示为

� �
K
�
�

K
D
�

= K
w 0/ h

- �0/ h
�aFB,

K
�
�

K
E
�

=
w 0

�0
�aFB, ( 31)

其中

� � FB =
2h
�a

tanh �a
2h
�� ( 32)

3) 问题 C的解 �对这种情况,由边界条件( 9)以及( 11)、( 12) , 我们得到

� �
C0 =

h�0 + e15�0
hc44

, -
�0
h

T

, B2( �) = - B1( �) coth( h�) ,

c44[ A 1sinh( h�) + A 2cosh( h�) ] + e15[ B1sinh( h�) + B2cosh( h�) ] = 0,

( 33)

其中函数 A 1( �) 和 B1( �) 满足下列对偶积分方程组:

� �
�
�

0
�[ c44A 1( �) + e15B1( �) ] tanh( h�) cos( x�) d�= �0 � � 0 � x < a,

�
�

0
[ c44A 1( �) + e15B1( �) ] cos( x�) d�= 0� � � � � � x > a;

( 34)

� �
�
�

0
�B1( �) coth( h�) cos( x�) d�= -

�0
h
� � 0 � x < a,

�
�

0
B 1( �) cos( x�) d�= 0� � � � � � � x > a��

( 35)

比较( 34)和( 18)以及( 35)和( 27) , 这两对方程的形式是类似的��因此, 利用前面的结果,

我们可以写出( 34)和( 35)的解, 为节约篇幅,解的形式在此省略��经过运算, 我们有以下解答:

� �

�yz ( x , 0) = - �0m( x ) , �yz ( x , 0) = -
�0
c44

m ( x ) +
e15�0
hc44

n( x ) ,

D y( x , 0) = -
e15

c44
�0m ( x ) +

c44�11 + e
2
15

hc44
�0 n( x ) , Ey ( x , 0) =

�0
h

n( x ) ,

( 36)

其中 m( x ) 和 n ( x ) 分别由( 22) 和( 30) 给出,这里,我们已经省略了不产生奇异项的均匀力场

和电场�� 这种情况下这些量在裂纹尖端处的强度因子可表示为下列形式:

� �
K
�
� = �0 �aFA, K

D
� =

e15�0
c44

�aFA +
( c44�11 + e

2
15) �0

hc44
�aFB,

K
�
� =

�0
c44

�aFA +
e15�0
hc44

�aFB, K
E
� =

�0
h
�aF B,

( 37)

其中 FA 和 F B分别由( 25) 和( 32) 给出��

4) 问题 D的解 �类似于问题 C的讨论,由边界条件( 10)以及( 11)、( 12) ,我们可以得到

� �
C0 =

w0

h
, -

hD0 - e15w 0

h�11

T

, A 2( �) = - A 1( �) coth( h�) ,

e15[ A 1sinh( h�) + A 2cosh( h�) ] - �11[ B1sinh( h�) + B2cosh( h�) ] = 0,

( 38)

其中函数 A 1( �) 和 B1( �) 满足下列对偶积分方程组:

� �
�
�

0
�A 1( �) coth( h�) cos( x�) d�=

w 0

h
� � 0 � x < a ,

�
�

0
A 1( �) cos( x�) d�= 0� � � � � � � x > a;

( 39)
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� �
�
�

0
�[ e15A 1( �) - �11B1( �) ] tanh( h�) cos( x�) d�= D0   0 [ x < a,

Q

]

0
[ e15A 1( N) - E11B1( N) ] cos( xN) dN= 0        x > a# 

( 40)

这两个方程的解也可类似给出,省略不产生奇异项的均匀力场和电场后最后可得其电弹

性解为

  

Ryz ( x , 0) =
e15

E11
D0 m( x ) +

c44 E11 + e
2
15

hE11
w 0 n( x ) , Cyz ( x , 0) =

w 0

h
n( x ) ,

D y( x , 0) = - D0m ( x ) , Ey ( x , 0) = -
D0

E11
m ( x ) -

e15w 0

hE11
n( x ) ,

( 41)

其中 m( x ) 和 n( x ) 分别由( 22) 和( 30) 给出# 在裂纹尖端处这些量的强度因子分别为 :

  

K
R
Ó= -

e15D0

E11
P aFA +

c44E11 + e
2
15

hE11
w0 P aFB, K

D
Ó = D0 P aFA,

K
C
Ó=

w0

h
PaF B, K

E
Ó =

D0

E11
P aFA -

e15w 0

hE11
P aFB# 

( 42)

其中 FA 和 F B分别由( 25) 和( 32) 给出# 

3  结果和讨论

上面给出的 4种情况的解答可以看出,所有场强度因子在裂纹尖端处一般不为零,这表明

对于非电渗透型的裂纹而言, 在裂纹尖端处的弹性场和电场都呈现平方根奇异性,而且这些强

度因子有以下的依赖关系:

  K
R
Ó= c44K

C
Ó- e15K

E
Ó, K

D
Ó = e15K

C
Ó+ E11K

E
Ó , ( 43)

这些关系与文[ 1, 4]中的结论完全一致# 然而,对于电渗透型的裂纹来说, 其电场强度因子总

是非奇异的[ 4, 11] ,文[ 11]中给出了有限厚的压电陶瓷板含反平面电渗透型裂纹的一些数值结

果,显然, 本文的方法可适应于求解此类问题,这在另外报道# 这里, 我们获得了有限厚的压电

陶瓷板含非电渗透型的反平面裂纹的电弹性场解答,而且,在求解过程中, 我们回避了用数值

方法求近似解, 而是以精确的解析结果给出解答# 特别, 当板的厚度 h y ] 时, 我们发现 F A

y 1和 FB y 1, 从而,上面获得的结果将退化为无限压电陶瓷平面含非电渗透型反平面裂纹的

解[ 1, 2, 4]
# 选用文[ 14] 中提出的机械应变能释放率

  G
M
Ó = limDy0

1
2 DQ

D

0
Ryz ( x , 0) [ u3( D- x , 0+

) - u3( D- x , 0-
) ] dx =

      
1
2 K

R
ÓK

C
Ó ( 44)

作为断裂判据,这里, D表示裂纹在裂纹尖端处向外扩展的一个虚拟的小距离# 对于4种给定

的边界条件而言,利用( 44) 计算可分别得到

  G
M
Ó ( A) =

S0( E11 S 0 + e15D0)

c44 E11 + e
2
15

4h
P

2 tanh Pa
2h

F
2 tan Pa

2h
, ( 45)

  G
M
Ó ( B ) =

w 0( c44w0 - e15 < 0)

h
tanh

Pa
2h

, ( 46)

  G
M
Ó ( C ) =

S0

c44

2
P

S0F tanh
Pa
2h

+ e15
< 0

h

2h
P

tanh
Pa
2h

F tanh
Pa
2h

, ( 47)

  G
M
Ó ( D) =

w 0

E11
( c44E11 + e

2
15)

w0

h
-

2e15

P
D0F tanh

Pa
2h

tanh Pa
2h

# ( 48)
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图 2 K
R
Ó/ K

R
Ó( ] ) 和 K

E
Ó / K

E
Ó( ] )        图 3  规范机械应变能释放率当

随 h/ a 的变化关系 S0= 412 MPa时随电场的变化

图 4  规范机械应变能释放率当        图 5  规范机械应变能释放率当

h/ a = 2 时随应力的变化 S0= 412 M Pa时随 h/ a 的变化

显然, 对所有情况,机械应变能释放率 G
M
Ó 都与弹性载荷和电载荷有关,而且,电载荷只有

在非零反平面剪应力或反平面位移的条件下才对 G
M
Ó 有贡献,此时,对给定反平面剪应力的情

况,正的电场或电位移有促进裂纹扩展的趋势;而对给定反平面位移的情况, 正的电场或电位

移有阻止裂纹扩展的趋势# 

作为例子, 考虑受反平面剪应力作用及电压作用的 PZT_5H 压电陶瓷板的中心处有一平行

于边界的长度为 2a = 0102 m的线裂纹(即情况C) ,有关的材料常数为 c44 = 3153 @1010 N/m2
,

e15 = 1710 C/ m2
, E11 = 151 @10- 10 C/ Vm, G cr = 510 N/ m[ 1, 11]

, 这里, G cr为临界能量释放率# 

在此情况下, 我们有 E0 = 5 </5y = <0/ h# 在图 2 中, 我们给出了规范应力强度因子

K
R
Ó/ K

R
Ó( ] ) = FA和规范电场强度因子K

E
Ó/ K

E
Ó( ] ) = F B随比率h / a的变化规律,随着h / a

的增加, FA 渐渐减少而 FB却逐渐增加,最后,都渐渐靠近于 1,这里, K
R
Ó( ] ) 和 K

E
Ó( ] ) 分别

表示当 h y ] 时的应力强度因子和电场强度因子# 对于 S0 = 412 MPa, 图3刻画了 G
M
Ó / Gcr

与电场强度 Ey = <0/ h的依赖关系# 图4给出了当电场强度 E0 = <0/ h分别为- 5125 kV/ m,

0, 和 5125 kV/ m时 G
M
Ó / G cr与 S0 的函数对应关系# 当 S0 = 412 MPa和 E0 = <0/ h 分别为
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- 5125 kV/ m, 0, 和 5125 kV/ m, 图 5则给出了 G
M
Ó / G cr与比率 h/ a 的变化关系# 

4  结  论

本文考虑了压电陶瓷板中含有非电渗透型的反平面裂纹问题# 利用积分变换和对偶积分

方程, 获得了在边界上受 4种机电组合载荷情况下, 裂纹线上电弹性场的明显解析表达式,及

裂纹尖端处一些量的强度因子和机械应变能释放率公式# 
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Abst ra ct : Electroelastic behavior of a cr acked piezo electric cer amics plate subjected to four cases of

combined mechanical_electrical lo ads w as analyzed. The integral tr ansform method was applied to

convert the problem involv ing an impermeable anti_plane crack to dual integral equations. Solving the

r esulting equations, the explicit analytic expressions for electr oelastic field along the cra ck line and

the intensity factors of relevant quantities near the crack tip and the mechanical strain energy r elease

r ate were obtained. The known results for an infinite piezoelectr ic cer amics plane containing an im-

permeable anti_plane crack are re covered from the pre sent r esults only if the thickness of the plate h

y ] .

K ey w o rds : p iez oele ctir c ceramics ; electro elastic field; anti_plane shear pr oblem; impermeable crack
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