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摘要 :  推广 Betti倒易定理的概念, 建立了非耦联系统和耦联系统的广义倒易定理, 它们适用于具

有不同本构关系的两个变形体# 当该两变形体的本构关系相同且为线弹性时,该非耦联系统的广

义倒易定理即成为 Betti倒易定理# 同时,应用该两个广义倒易定理于弹性力学中的模拟计算# 
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引   言

在三维光弹性中,在光塑性力学中,在建筑结构模拟实验中和在金属成形过程的物理模拟

中,都存在一个相同的研究课题,那就是由于假设,经相似转换计算所得模型体的力学量被认

为就等于原型体的相应量,往往会产生很大的误差# 这主要是由于模型体的本构关系不同于

原型体的本构关系所致# 为了解决存在于上述诸学科中的这一共同问题,在工作[ 1~ 5]中建

立了模拟变分原理和模拟有限元法# 

如我们所知,在弹性力学中变分原理和 Betti倒易定理有着密切的联系[ 6, 7]# 根据这些联

系和工作[ 1~ 5]的成果,将建立非耦联系统和耦联系统的广义倒易定理# 这两个倒易定理适

用于具有不同本构关系的两个变形体# 我们将会看到, Bett i倒易定理只是非耦联系统广义倒

易定理的一个个别情况# 象在工作[ 1~ 5]中的模拟变分原理一样, 广义倒易定理也能够应用

于上述诸学科中的模拟计算# 有足够的理由相信,广义倒易定理和模拟变分原理一起将构成

模拟能量原理的两个支系# 

1  非耦联方程和耦联方程

首先,我们定义非耦联系统# 所谓非耦联系统是指具有相同形状, 但不具有相同的体力、

指定的边界条件和本构关系的两个变形体# 该两个变形体之一称为原型体, 另一个称之为中

介体# 

对于原型体,有下述基本方程

  Rij , j + F i = 0   xi I V, (1)
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  eij -
1
2
( u i, j + uj , i ) = 0   x i I V, (2)

  Rijnj = �p i xi I Sp , (3)

  ui = �ui xi I Su, (4)

  5A( e)
5 eij

= Rij xi I V, (5)

  5B ( e)
5Rij

= eij xi I V# (6)

对于中介体,相关方程能够写成

  Rdij , j + F
d
i = 0   xi I V, (7)

  Rdijnj = �p
d
i xi I Sp , (8)

  u
d
i = �ud

i xi I Su , (9)

其中 ui、Rij 和u
d
i、R

d
ij 分别表示原型体和中介体的相应力学量# 

根据非耦联系统的定义, 我们易于得到非耦联方程

  Rij , j - Rdij, j + $F i = 0   xi I V, (10)

  Rijnj - Rdijnj = $�p i xi I Sp , (11)

  ui - u
d
i = $�u i xi I Su , (12)

其中 $F i = F i - F
d
i , $�p i = �p i - �p

d
i 和 $�u i = �u i - �u

d
i ,且它们都为已知# 

其次,我们将定义相似系统# 相似系统被定义为具有相似形状、体力和指定的边界条件,

且具有相同本构关系的两个变形体# 相似系统之一取前述的中介体,另一个称之为模型体# 

根据相似系统的这一定义,必有如下关系

  
Rcij
Rdij

= kR ,
F

c
i

F
d
i
= kF,

u
c
i

u
d
i
= ku,

x
c
i

x
d
i
= kx   (不求和) , (13)

右上角具有/ c0的符号的量表示模型体的相应量,而 kR, kF , ku 和 kx 表示有关的相似数# 

同时,该原型体和模型体构成相似非耦联系统# 注意到式( 10) ~ ( 13) , 我们得到相似非耦

联方程如下:

  Rij , j -
1
kR
Rcij , j + $F i = 0   x i I V, (14)

  Rijnj -
1
kR
Rcijnj = $�pi x i I Sp , (15)

  ui -
1
ku
u

c
i = $�u i x i I Su# (16)

如果中介体的体积力、指定的边界力和位移分别与原型体的相应量相等时,即 $F i = $�p i =

$�ui = 0,则原型体与中介体构成耦联系统,与此相应的,必有耦联方程

  Rij , j - Rdij, j = 0   x i I V, (17)

  Rijnj - Rdijnj = 0 x i I Sp , (18)

  ui - u
d
i = 0 x i I Su# (19)

同时,原型体和模型体一起构成相似耦联系统,且得到相似耦联方程为

  Rij , j -
1
kR
Rcij , j = 0   x i I V, (20)

  Rijnj -
1
kR
Rcijnj = 0   x i I Sp , (21)
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  ui -
1
ku
u

c
i = 0   xi I Su# (22)

2  广义倒易定理

211  非耦联系统的广义倒易定理
对于非耦联系统,应用格林公式,则得

  QQQV
( Rij - Rdij ) ( eij - e

d
ij )dV = QQQV

( Rij - Rdij ) ( u i, j - u
d
i , j ) dV =

      QQQV
[ ( Rij - Rdij ) ( ui - u

d
i ) ] , j - ( Rij, j - Rdij , j ) ( ui - u

d
i ) d V =

      QQS
p
+ S

u

( Rij - Rdij ) nj ( ui - u
d
i )dS - QQQV

( Rij , j - Rdij , j ) ( ui - u
d
i )dV# (23)

注意到式( 10) ~ ( 12) , 得到

  QQQV
( Rij - R

d
ij ) ( eij - e

d
ij )dV =

      QQQV
$F i ( ui - u

d
i ) dV +QQS

p

$�pi ( ui - u
d
i )dS +QQS

u

$�u i ( pi - p
d
i )dS# (24)

式( 24)易于改写成

  QQQV
F i ( u i - u

d
i )dV + QQS

p

�p i ( ui - u
d
i )dS + QQS

u

pi ( �u i - �u
d
i )dS -

      QQQV
Rij ( e ij - e

d
ij )dV =

      - QQQV
F

d
i ( u

d
i - ui )dV + QQS

p

�pd
i ( u

d
i - ui )dS +

      QQS
u

p
d
i ( �u

d
i - �u i )dS -QQQV

Rdij ( e
d
ij - eij )dV , (25)

式( 24)或( 25)称为非耦联系统的广义倒易定理,或称为差功倒易定理# 它表明,原型体的外力

在原型体和中介体相应位移差上所做外功的总和减去原型体的应力在原型体和中介体相应应

变差上所做内功的总和的差值,等于中介体的外力在中介体和原型体相应位移差上所做外功

的总和减去中介体的应力在中介体和原型体相应应变差上所做内功总和差的负值# 

注意到原型体和中介体的应变_位移关系,并应用格林公式于式( 24)或( 25) ,我们得到

  QQQV
( Rij , j - Rdij, j + $F i ) ( ui - u

d
i )dV -

      QQS
p

[ ( Rijnj - R
d
ijnj ) - $�p i ] ( u i - u

d
i )dS -

      QQS
u

[ ( ui - u
d
i ) - $�ui ] ( Rijnj - Rdijnj )dS = 0# (26)

由于 ui - u
d
i 和( Rij - Rdij ) nj 是任意的和独立的,故有

  Rij , j - Rdij, j + $F i = 0   xi I V, (27)

  Rijnj - Rdijnj = $�p i xi I Sp , (28)

  ui - u
d
i = $�u i xi I Su# (29)

上述证明表明,如果原型体的应变_位移关系预先得到满足, 则式 ( 24) 或( 25)与( 27) ~

(29)三式是等价的# 如果中介体的解已知,且式( 2)和( 5)或( 6)预先得到满足,则由广义倒易
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定理式( 24)或( 25)可得到原型体的真实解# 

对于相似非耦联系统,广义倒易定理或差功倒易定理还可以表示为

  QQQV
F i u i -

1
ku
u

c
i dV + QQS

p

�p i ui -
1
ku
u

c
i dS + QQQS

u

pi �u i -
1
ku
�uc
i dS -

      QQQV
Rij e ij -

1
ku
e

c
ij dV =

      - QQQV

1
kF
F

c
i

1
ku
u

c
i - ui dV + QQS

p

1
kp
�pc
i

1
ku
u

c
i - ui dS +

      QQS
u

1
ku
p

c
i

1
ku
�u

c
i - �u i dS - QQQV

1
kR
Rcij

1
ku
e

c
ij - eij dV # (30)

212  耦联系统的广义倒易定理
对于耦联系统, 式( 24)或( 25)成为较简单的形式

  QQQV
Rij ( eij - e

d
ij )dV = - QQQV

R
d
ij ( e

d
ij - eij )dV, (31)

式( 31)被称为耦联系统的广义倒易定理或内差功倒易定理# 

易于证明, 式( 31)的等价方程为

  Rij , j - Rdij, j = 0   x i I V, (32)

  Rijnj - R
d
ijnj = 0 x i I Sp , (33)

  ui - u
d
i = 0 x i I Su# (34)

对于相似耦联系统, 式( 31)成为

  QQQV
Rij eij -

1
ku
e
c
ij dV = - QQQV

1
kR
Rcij

1
ku
e
c
ij - eij dV, (35)

式( 35)式称为相似耦联系统的广义倒易定理# 

213  Betti倒易定理

从式( 25)两端易于得到

  QQQV
F iu

d
idV + QQS

p

�p iu
d
i dS + QQS

u

p i�u
d
idS = QQQV

Rije
d
ijdV, (36)

  QQQV
F

d
iu idV + QQS

p

�p
d
iu idS + QQS

u

p
d
i�uidS = QQQV

R
d
ijeijdV# (37)

如果原型体的本构关系与中介体的本构关系相同,而且均为线弹性时,从式( 36)和( 37)我

们得到

  QQQV
Rije

d
ijdV = QQQV

RdijeijdV, (38)

  QQQV
F iu

d
idV + QQS

p

�p iu
d
i dS + QQS

u

p i�u
d
idS =

      QQQV
F

d
iuidV + QQS

p

�p d
iuidS + QQS

u

p
d
i�u idS# (39)

式( 38)是以内功形式表达的 Betti倒易定理; 而式( 39)是以外功形式表达的 Bett i倒易定理# 很

明显, Bett i倒易定理只是非耦联系统广义倒易定理或差功倒易定理的一个特殊情况# 

3  应   用

311  非耦联系统广义倒易定理的应用
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考虑一个中介体长厚壁筒,如图1所示;和一个原型体长厚壁筒,如图 2所示# 它们具有

相同的内径 a和相同的外径 b# 但是,在内表面 r = a上受到不同的压力qd和 q,而在外表面

r = b 上具有不同的已知边界位移�u
d
b 和零# 应该注意的是,中介体厚壁筒和原型体厚壁筒具

有不同的弹性常数, 它们分别是弹性模量 E d、E 和泊松比Md、M# 

图 1 中介体厚壁筒              图 2  原型体厚壁筒

现在,我们的问题是,根据中介体厚壁筒的已知解, 如何应用非耦联系统的广义倒易定理

理求出原型体厚壁筒的真实解# 

应用最小势能原理, 我们易于得到中介体厚壁筒的解为[ 8]

ud =
1

1- 2Md
a
2 +

1

b
2

1- 2Md
a

2 r +
1
r
�u

d
b

b
-

qd
E d(1 + Md) (1- 2Md) r

b
2 -

1
r

,

e
d
r =

1
1- 2Md

a
2 +

1
b
2

1- 2Md
a

2 -
1

r
2
�ud
b

b
-

qd
E d(1+ Md) (1 - 2Md) r

b
2 +

1

r
2 ,

e
d
H=

1
1- 2Md

a
2 +

1

b
2

1- 2Md
a
2 +

1

r
2

�ud
b

b
+

qd
E d(1 + Md) (1- 2Md)

r

b
2 -

1

r
2 ,

Rdr =
1

1- 2Md
a

2 +
1

b
2

E d
1 + Md

1

a
2 -

1

r
2
�u

d
b

b
- qd

1- 2Md
r
2 +

1

b
2 ,

RdH =
1

1- 2Md
a
2 +

1
b
2

E d
1+ Md

1

a
2 +

1

r
2
�ud
b

b
+ qd 1- 2Md

r
2 -

1

b
2 # 

(40)

原型体的力学量假设为[ 8]

u =
1
r
-

r

b
2 A, er = -

1

r
2 +

1

b
2 A, eH =

1

r
2 -

1

b
2 A ,

Rr = -
1- 2M
r
2 +

1
b
2 AC , RH=

1- 2M
r
2 -

1
b
2 AC ,

(41)

其中

  C =
E

(1 + M) (1- 2M)
# (42)

根据非耦联系统广义倒易定理的一般公式( 25) , 该两非耦联厚壁筒的广义倒易定理的表
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达式可写成

Q
2P

0
aq( ua - u

d
a)dH+ Q

2P

0
bRrb(- �u

d
b) dH- Q

2P

0Q
b

a
[ Rr( er - e

d
r ) + RH( eH- e

d
H) ] rdrdH=

    - Q
2P

0
aqd( ud

a- ua )dH+ Q
2P

0
bR

d
rb(�u

d
b)dH-

    Q
2P

0Q
b

a
[ Rdr ( e

d
r - er) + RdH( e

d
H- eH) ] rdrdH # (43)

将式( 40)和( 41)代入到式( 43)并对式( 43)进行运算,我们得到

A - qd (1 + Md) (1- 2Md)
E d

1
1 - 2Md

a
2 +

1

b
2

A - q
(1 + M) (1- 2M)

E
1

1 - 2M
a
2 +

1

b
2

= 0# 

(44)

由于 A - qd(1+ Md) (1 - 2Md) / E d[ (1 - 2Md) / a2
+ 1/ b2

] 为不等于零的任意值,故有

  A = q
(1+ M) (1- 2M)

E
1

(1- 2M)
a

2 +
1

b
2

# (45)

312  耦联系统广义倒易定理的应用

在311节中,假定 qd = q和�ud
b = 0,于是该两厚壁筒成为耦联系统# 在这种情况下,广义

倒易定理能够写成

  Q
b

a
[ Rr( er - e

d
r) + RH( eH- e

d
H) ] rdr = - Q

b

a
[ R

d
r ( e

d
r - er ) + R

d
r( e

d
H- eH) ] rdr# (46)

将式( 40)和( 41)两式中的后 4式代入到式( 46) ,并注意到 qd = q和�u
d
b = 0,我们能够得到与式

(45) 相同的解# 

313  Betti倒易定理的应用

在311节,假设该两厚壁筒具有相同的弹性常数 E 和M, 在该两筒之间应用 Betti倒易定

理,我们得到

  qda 1
a
-

a

b
2 A = qa

1

(1- 2M) / a2
+ 1/ b2

1- 2M
a

2 a +
1
a

1
b
�ud-

      
a

b
2 -

1
a

qd
E
(1 + M) (1- 2M) -

      EAb
( 1+ M) (1- 2M)

1- 2M
b
2 +

1
b
�ud
b# (47)

易于验证,式( 45)是方程式( 47)的解# 

4  结   论

非耦联系统和耦联系统的广义倒易定理是两个新的原理,对于模拟计算是有理论和实际

意义的# 
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Generalized Reciprocal Theorems and Their Applications

FU Bao_lian

( Depar tm ent of Civil En gin eer in g an d Mechan ics , Yan shan Un iver sity ,

Qinhu angdao 066004, P R China )

Abstract: Generalized reciprocal theorems of non_coupled and coupled systems, which are valid for

two deformed bodies with different constitutive relations are established by generalizing the idea of

Betti. s reciprocal theorem. When the constitutive relations of the two deformed bodies are all alike

and linear elastic, the generalized reciprocal theorem of non_coupled systems just becomes Betti. s.

Meanwhile, the generalized reciprocal theorems are applied to simulate calculations in elasticity.

Key words: reciprocal theorem; generalized reciprocal theorem; non_coupled system; coupled sys-

tem
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