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多项式凸多面体的稳定性及严格正实性
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摘要 : � 对于由区间多项式的凸组合描述的不确定系统, 它的 Hurwitz 稳定性可由某个仅由顶点和

棱边构成的子集来保证,且此集合的大小与系统的维数无关��
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引 � �言

在参数不确定性系统的稳定性研究中, 最先由 Kharitonov[ 1]于 1978年给出 4顶点检验准

则��他考虑的是一族不降次的实多项式,满足系数间不具有相关性��此后,他又给出复系数下

的8顶点检验结果��在此工作的推动下,鲁棒参数不确定性的研究逐渐深入和广泛��推广的

Kharitonov定理
[ 2, 3]
是由区间多项式的线性组合描述的不确定系统的鲁棒稳定性判定准则��它

把整族的检验降为在一较小的集合上进行, 此集合由与系统维数无关的特殊线段组成�� 1988

年由A. C. Bart lett, C.V.Hollot及 L.Huang给出的棱边定理
[ 4]
对于多项式多角形对于单连通域

的稳定性判定给出了等价条件��但其检验结果与系统维数有关,当不确定参数维数增加时,它

以指数形式增长��因此对于特殊系统, 此检验不足够有效��事实上对于区间多项式的凸组合

情形, 可以得到其与系统维数无关的检验条件��本文在前人的工作基础上,采用分析的方法,

给出了一个等价条件��下面先给出一些定义��

定义 1� f ( s) = �
m

i = 0f is
i
, f i � [ f i , �f i ] 是区间多项式,构造多项式 Rf , �Rf , If , �If 如下

� � Rf = f 0 + �f 2s
2

+ f 4s
4
+ � ,

� � �R f = �f 0 + f 2s
2

+ �f 4 s
4
+ � ,

� � If = f 1 + �f 3s
2
+ f 5 s

4
+ � ,

� � �If = �f 1 + f 3s
2
+ �f 5 s

4
+ �� 

定义 2�区间多项式 f 1, � , fm 具有一致取法,如果 � �, � � [ 0, 1] 满足

� � f i ( s ) = [ �Rf
i
+ ( 1- �) �Rf

i
] + [ �If

i
+ ( 1- �)�If

i
] s � � ( i = 1, � , m )��

定义 3�任给 � � R, 值集 F ( j �) = � f � F f ( j �) ��
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定义 4� F 是Hurwitz稳定,如果 � f � F , 多项式 f ( s) 的所有根在开复左半平面��

定义 5�任给区间多项式 f ( s) = �
m

i = 0
f is

i
, f i � [ f i , �f i ]�� 则K

0
f = f

1
k , f

2
k , f

3
k , f

4
k 称为

f ( s) 的 Kharitonov 顶点集; E
0
f = �f s

k + ( 1 - �) f
t
k ; ( s , t ) � ( 1, 2) , ( 2, 4) , ( 4, 3) , ( 3, 1) ,

� � [ 0, 1] 称为 f ( s ) 的 Kharitonov 棱边集�� 这里

� � f
1
k = f 0 + f 1 s + �f 2 s

2
+ �f 3s

3
+ � , f

2
k = f 0 + �f 1s + �f 2s

2
+ f 3 s

3
+ � ,

� � f
3
k = �f 0 + f 1 s + f 2 s

2
+ �f 3s

3
+ � , f

4
k = �f 0 + �f 1 s + f 2s

2
+ f 3 s

3
+ � ,

易知 � � f
1
k = Rf + sIf , f

2
k = Rf + s�If , f

3
k = �R f + sIf , f

4
k = �Rf + s�If��

1 �稳 定性

首先研究 m 个区间多项式的凸组合,即

� � F = �
m

i= 1
�i f i ; �

m

i= 1
�i = 1, �f i 为Hurwitz_稳定的区间多项式 �� ( 1)

这里 f i 具有如下形式

� � f i = �
n

k= 0
f

k
i s

k
, � � f

k
i � [ f

k
i , �f k

i ] , ( 2)

其中 k 为上标��

定理 1�任给 � � R, F ( j�) = ( �
m

i= 1
�i f i ) ( j �) , f 1, � , fm 具有一致取法 ��

证明 � � g � F 存在�1, � , �m � [ 0, 1] , �
m

i = 1�i = 1使得 g = �
m

i= 1�i f i�� 设其等于

�
m

i= 1�i p i ,这里 �i � [ 0, 1] , �
m

i= 1�i = 1, p 1, � , pm具有一致取法�� 根据定义,存在两个实

数 w , v � [ 0, 1] 满足

� � p i = [ wRf
i
+ ( 1 - w ) �Rf

i
] + j[ vIf

i
+ ( 1- v )�If

i
]��

由 �
m

i= 1 �i pi = �
m

i= 1�i f i 化简得到关于w , v 的两个方程

� � w �
m

i= 1
�i ( �Rf

i
- Rf

i
) = �

m

i= 1
�i�Rf

i
- �

m

i= 1
�i R f i ,

� � v �
m

i= 1

�i ( �If
i
- If

i
) = �

m

i = 1

�i�If
i
- �

m

i= 1

�iI f i��

令 �i = �i 我们分两种情况讨论:

1) 当 Rf
i
= �Rf

i
或If

i
= �If

i
, i = 1, � , m 时,则取相应的 w = 0或 v = 0,方程自然满足��

因为此时 �R f
i
= Rf i或�If

i
= I f i��

2) 当 Rf
i
� �Rf

i
且 If

i
� �If

i
, i = 1, � , m 时,直接解得 w、v 即可,易知 w , v � [ 0, 1] ,从而

定理 1得证��

利用定理 1,可得

推论 1� �F � �A 1 + ( 1 - �) A 2: � � [ 0, 1] , Ak � V ,其中

� � V = �
m

i = 1
( �Rf

i
+ ( 1- �) �Rf

i
) + ( �If

i
+ ( 1- �)�If

i
) s ;

� � � � � � �, � � 0, 1 � ( �
m

i= 1
E

0
f

i
)��

由定义5, K
0
f

i
= f

1
ik , f

2
ik , f

3
ik , f

4
ik �� 借助其等价表达式,推论 1中第二个集合等于
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� � �
m

i= 1
�
m

j= i+ 1
�
4

l= 1
�f l

ik + ( 1 - �) f
l

jk , � � [ 0, 1] � ( �
m

i= 1
E

0
f

i
)��

考虑到F 中多项式不降次,且 f 1、f 2为Hurwitz_稳定的, E
0
f

i
为凸方向,我们有如下结论:

定理 2� F 为Hurwitz_稳定 �V 为Hurwitz_稳定�� 这样的边数共有 4C
2
m 个��

对于低阶情形, 上面的结论可以简单表示如下:

推论 2� m = 2,

F 为Hurwitz_稳定 � � 4
l= 1 �f

l
1k + ( 1 - �) f

l
2k , � � [ 0, 1] 为Hurwitz_稳定;

m = 3,

F 为Hurwitz_稳定 � � ( i, j) = (1, 2) (2, 3)( 3, 1) � 4
l= 1 �f

l
ik + ( 1- �)f l

jk , � � [ 0, 1] 为Hurwitz_

稳定��

2 �严格正实性

设

� �
F = �

m

i= 1
�i f i ; �

m

i= 1
�i = 1, f i为区间多项式 ,

G = �
l

i= 1

�i g i ; �
l

i = 1

�i = 1, gi 为区间多项式 ��

( 3)

令T = F /G ,则 � t � T , t = f / g , f � F , g � G�� 考虑 T 的严格正实性, 即集合

� �
�
m

i= 1

�i f i

�
l

i= 1
�i gi

; �
m

i= 1

�i = 1, �
l

i = 1

�i = 1, f i , g i 为区间多项式

为严格正实的充分必要条件��利用一致取法的思路,分析关键顶点的组成及其与整族的稳定

性关系�� � � � R, 考虑如下集合

� �

T ( j �) = f ( j �) ( s - �) + g( j �) ; �> 0, � � R, f � F , g � G ,

F ( j �) = f ( j �) , f � F ,

G ( j�) = g ( j �) , g � G ��
( 4)

T ( j �) , F ( j �) 与G ( j�) 的顶点集合分别记作K 1、K 2、K3, 则K 1 � K 2( jx - �) + K 3�� 此外,

F ( j �) 和 G ( j �) 为复平面上的几个矩形域的凸组合,顶点集的元素个数分别为 4m、4l个��

对区间族 F、G ,有结论如下:

引理 1[ 2] � � � � R,

� �
Rf

i
( j�) � Rf i ( j�) � �R f

i
( j�) ,

If
i
( j �) � I f i ( j�) � �If

i
( j �) ;

� � ( i = 1, � , m) ,

� �
Rg

k
( j�) � Rg

k
( j �) � �Rg

k
( jw ) ,

Ig
k
( j �) � Ig

k
( j �) � �I g

k
( j �) ;

� � ( k = 1, � , l )��

令H ( s) = ( c + d j) ( s - �) + ( a + b j) ; a, b , c, d 是区间变量 �� � x � R, H ( jx ) 的

顶点集记为K 0��

引理 2� � � � R, I ( j�) 的关键顶点的个数为 12ml��

证明 �首先, � x � R,考虑多项式族

� � H ( jx ) = ( c + d j) ( jx - �) + ( a + b j) ,
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� � a � [ a, �a] , b � [ b , �b ] , c � [ c , �c] , d � [ d , �d ]��

令 P = a + bj, Q = c + d j,记相应的 Kharotonov顶点集为 KP、K Q�� ( x a, xb , xc , x d) 是一个有

序元,其中 xt 是一个关于区间变量 t的实函数,其表达式为

� � x t =

2� � t 取最大值;

1� � t 取最小值;

0� � 其它��

下证 P、Q具有一致取法时, h( P , Q) = Q( jx - �) + P 不是系统的关键顶点, 这时( xa , x b , x c ,

xd ) 等于( 1 1 1 1) , ( 1 2 1 2) , ( 2 1 2 1) 或( 2 2 2 2)��

首先说明此集合的凸性��由定义, � h ( P 1, Q1) , h( P2, Q2) � H ( jx ) , � � R,

� � �h( P1, Q1) + ( 1 - �) h( P2, Q2) =

� � � � � � �( Q1( jx - �) + P 1) + ( 1- �) ( Q2( jx - �) + P2) =

� � � � � � ( �Q1 + ( 1- �) Q2) ( jx - �) + ( �P1 + ( 1- �) P 2)��

设 ai , bi , ci , d i 是P i , Qi 的相应实部和虚部�� 由于

� � ( �a1 + ( 1- �) a2) � [ a, �a ] , ( �b1 + ( 1- �) b2) � [ b, �b ] ,

� � ( �c1 + ( 1- �) c2) � [ c , �c] , ( �d 1 + ( 1- �) d2) � [ d, �d] ,

可知 �h( P1, Q1) + ( 1 - �) h( P2, Q2) � H ( jx )�� 凸性得证��

下证关键顶点问题,取 ( xa, xb , xc , xd) = ( 1 2 1 2) ,其余类证�� 这时有 P = c + j�d , Q =

a + j�b ,则

� � M =
�

Q( jx - �) + P = ( a - ( c�+ �dx ) ) + j(�b + cx - �d�)��
若 x � 0,取 t � [ c , �c ] 满足

� � �( t - c) < �a - a, �( t - c) < b - b,

取 t < c + min ( �a - a) / �, ( �b - b) / �, �c - c �� 取

� � y = a + �( t - c) , z = �b - �( t - c) , P 1 = y + jz , Q1 = t + jd ,

则可验证

� � M = Q1( jx - �) + P 1 � � Q1 �/ KQ��

若 x < 0,则取 t � [ d, �d ] 满足 t < �d - min ( �b - b) / �, ( �a - a) / (- �) , �d - d ,

� � y = a - �( �d - t) , z = �b - �( �d - t) , P2 = y + jz , Q2 = c + j t ,

则 M = Q2( jx - �) + P 2, Q2 �/ K Q�� 故M 不是H ( jx ) , � x � R,的关键顶点,其余类证�� 故

对于凸集合H ( jx ) ,其关键顶点的个数为 16- 4 = 12个��

根据上面的分析, K 1的元素个数等于 4m � 4l - 4m � l = 12ml��

引理 3� �  ! R, K 1为Hurw itz_稳定的,则 0 I/ 5T ( j X)# 

证明  由题设知, P X I R, 0 I/ K 1, P x I R,考虑一次多项式族H ( jx ) , 如前所设,其顶

点集为K 0, P h1, h2 I K 0, 则存在 Q1, Q2 < K 3, P1, P2 < K 2满足

  h1( jx ) = Q1( jx - B) + P1, h2( jx ) = Q2( jx - B) + P2# 

首先说明两点:

第一, P X I R, P x I R,

  T ( j X) = H ( jx ) ,

其中   a + b j = g( jX) , c + d j = f ( j X)# 

其次 P l ( h1, h2) I 5H ( jx ) ,由于5H ( jx ) < EG ( jx - B) + K 2 G K 3( jx - B) + EF ,故
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l ( Q1, Q2) < EG , P 1 = P2 I K 2,

或   Q1 = Q2 I K 3, l ( P 1, P 2) < EF # 

下面我们证明引理结论# 采用反证法,假设 0 I 5T ( j X)# 由推论 1知

  EF < G

m

i= 1
G

m

j = i+ 1
G

4

l= 1
Kf

l
ik + ( 1- K) f

l
jk ; K I [ 0, 1] G ( G

m

i = 1
E

0
f

i
)# 

因为 E
0
f

i
为凸方向知, 0 I/ K 1 ] 0 I/ E

0
f

i
# 不失一般性, 考虑前一种情形# 设0 I l ( h1, h2) <

5T ( j X) ,其中

  P1 = P2 =
$

P I K 2, Q1 = c + j�d , Q2 = a + j�b ,

则 l ( h1, h2) = [ KQ1 + ( 1 - K) Q2] ( jx - B) + P# 由假设, 必存在 K0 I [ 0, 1] , x 0 I R, 使得

( K0 h1 + ( 1- K0) h2) ( jx 0) = 0# 由 h1, h2 皆为Hurw itz多项式知

  ( arg( h2 - h1) ( jx ) )c = K0( arg( h1( jx ) ) )c + ( 1- K0) ( arg( h2( jx ) ) )c > 0# 

另一方面,可计算

  ( h2 - h1) ( jx ) = ( a + j�b ) ( jx - B) - ( c + j�d ) ( jx - B) =

      [ ( a - c) + ( �b - j�d ) ] ( jx - B) =

      [ x ( �d - �b) + B( c - a) ] + j[ x ( a - c) - B( �b - �d) ] , ( 5)

故 tan( arg( h2 - h1) ( jx ) ) = [ x ( a - c) - B( �b - �d ) ] / [ x ( �d - �b) + B( c - a) ]# 由于( arg( h2

- h1) ( jx ) )c 与(tan( arg( h2 - h1) ( jx ) ) )c同号, 而后者的符号与- B[ ( �b - �d )
2
+ ( a - c)

2
] 一

致# 因为 B > 0,所以( arg( h2 - h1) ( jx ) )c < 0, 矛盾# 运用上述方法,讨论5H ( jx ) 中其它组

合,可得出同样结论# 也就是说 P X I R, K 1 为Hurwitz_稳定的 ] 0 I/ 5T ( j X)# 

设  T ( z ) = f ( z ) ( s - B) + g ( z ) : B > 0, f I F , g I G # 

定理 3 T ( z ) 为Hurwitz_稳定 Z K 1为Hurw itz_稳定# 

证明  由于全族多项式不降次,从而0 I/ T ( j ] ) ,利用排零原理有

  T ( z ) 为 Hurw itz_稳定 Z
0 I/ 5T ( j X)

v n( z ) I T ( z )
满足 n( z ) 是Hurw itz_稳定的# 

根据引理 3,这可由 K 1的 Hurwitz_稳定性来保证,充分性得证# 

必要性由两个集合的包含关系可得# 

定理 4 若 P X I R, 0 I/ G ( jX) ,

  min R
E

m

i= 1
K i f i

E

l

i= 1
L i g i

E

m

i= 1
Ki f i I K 2, E

l

i= 1
L i gi I K 3 =

$
B0 > 0,

则min R T ( jX) = B0# 

证明  反证,设 min R T ( j X) < B0,不妨以 B1记之# 则由于 B0 > 0, 一定存在实数 B2 >

0, 并且 B1 < B2 < B0# 考虑多项式 h( s ) = g ( s - B2) + f , f I F , g I G , 则

  min R
E

m

i= 1

K i f i

E

l

i= 1
L i g i

E

m

i= 1

Ki f i I K 2, E

l

i = 1

L i g i I K 3 = B0 > B2 ]

      P t =
E

m

i = 1
K i f i

E

l

i= 1

L i gi

, E

m

i= 1
Ki f i I K 2, E

l

i= 1
L i g i I K 3, Rt \ B0 > B2 ]
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Rf
g > B2, f I K 2, g I K 3 Z

      Rs < 0, P s I g( s - B2) + f = 0, f I K 2, g I K 3 Z

      g ( s - B2) + f = 0, f I K2, g I K 3 为Hurwitz_稳定 Z
由定理3

      g ( s - B2) + f = 0, f I F , g I G 为Hurwitz_稳定 Z

      h( s) 为Hurwitz_稳定 Z

      Rs < 0, P s I g( s - B2) + f = 0, f I F , g I G Z

      Rf
g \ B2, f I F , g I G ]

      min R T ( j X) > B2,

这与假设 min R T ( j X) = B1 < B2矛盾,结论得证# 
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( 11 Depar tment of Mechanics and En gin eer in g Sciences , P ekin g Un iver sity ,

Beijin g 100871, P R China ;

21 Institute of Automa tion , Chinese Academy of Sciences , Beijin g 100080, P R China )

Abst ra ct : F or an uncertain sy stem described by convex combination of interv al polynomials, its Hur-

w itz_stability can be guaranteed by certain subset composed of vertices and edge s. Fur thermore , the

te sting set doe s not increase w hen the o rder of given system incre ases.

Key w ords: interval polynomials; convex combination of polynomials; Hurwitz_stability; value set
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