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摘要: � 运用作者提出的饱和土弹性波动方程, 从理论上研究了上覆单相弹性土层的饱和地基上

刚性基础的竖向振动轴对称问题, 即采用 Hankel 积分变换技术并按混合边值条件建立了部分饱和

地基上刚性基础竖向振动的对偶积分方程, 并将其蜕化为完全饱和地基的情形; 该对偶积分方程

可化为易于数值计算的第二类 Fredholm 积分方程�� 文末的算例给出了地基表面动力柔度系数 Cv

随无量纲频率a0 的变化曲线��
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引 � �言

动力半空间理论及土与结构相互作用问题是土木工程中的一个重要课题��自 1971 年 Lu-

co 等[ 1] 全面总结了单相弹性介质半空间体上刚性基础的各类振动特性以来, 国内外一些学者

将其注意力转入了对多孔饱和介质的动力响应的研究, 以反映饱和地基中孔隙水的影响��

1986年 Halpern 等[ 2] 分析了多孔饱和半空间在表面简谐荷载作用下的动力响应�� 1989 年

Philippacopoulos[ 3] 研究了上层为单相弹性固体, 下层为多孔饱和介质的地基上刚体的垂直振动

问题�� 1993 年 Bougacha 等[ 4] 则用有限元方法分析了多孔饱和半空间上刚体的振动问题��最

近陈龙珠等[ 5] 亦探讨了饱和地基上刚性板的竖向振动问题��实际工程中, 由于地下水的存在,

地下水位以下的土可视为饱和土, 而地下水位以上的土可视为弹性干土��因此, 讨论上覆单相

弹性土层的饱和地基上刚性基础的竖向轴对称振动就有很大的工程应用价值��本文以作者曾

提出的一组饱和土弹性波动方程[ 6] 为基础, 用解析的方法求解这一问题��文末的算例将给出

地基表面动力柔度系数 Cv 随无量纲频率a0 变化的计算曲线��

1 �基本动力方程及其求解

上覆单相弹性层的饱和地基上圆柱形刚性基础振动属于轴对称课题, 其力学模型如图 1

所示, 单相弹性层厚度为 h, 刚性基础的半径为 r 0, 其中心承受竖向简谐激振力 P�ei�t��
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根据弹性动力学原理, 圆柱坐标系下弹性层的波动方程为

图 1� 力学模型
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式中 �zL、�zrL 分别为弹性层的正应力和剪应力��

根据文献[ 5] , 在圆柱坐标系下, 不考虑固_液间惯性耦合时饱和土的基本动力方程为
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这里 �H、GH 为饱水半空间土骨架的 Lame 常数, n 为土的孔隙率, Ew 为水的体变模量; �1 =

n�w, �2 = ( 1- n) �s, �w、�s 分别为水和土颗粒的质量密度( �H = �1+ �2, 饱和土的质量密度) ;

b = n�wg/ k, g 为重力加速度, k 为土的渗透系数; v r = n( ur - wr )、vz = n( uz - wz ) 为水的相

对径向位移和竖向位移, 而 wr、wz 分别为土骨架的径向、竖向位移, ur、uz 分别为水的径向、竖

向位移; e = �wr/ �r + wr / r + �wz/ �z , �= �v r/ �r + v r / r + �vz / �z��
饱和土体的物理方程为
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式中 �zw、�zrw 分别为土骨架的正应力和剪应力, p w 为孔隙水压力��

引入无量纲参数及无量纲变量,
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这里 ML = �L+ 2GL , MH = �H + 2GH, w0 为刚性基础的竖向位移幅值�� 假设系统所有运动

都是简谐运动( 圆频率为 �) , 则式( 1) ~ ( 8) 可化为:
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这里 ��H = �H / �L, 而 �H = GH/ �H , �L = GL / �L��

对式( 1a) ~ ( 3a) 进行适当的Hankel 变换, 可得弹性层的位移和应力的Hankel 变换解
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类似地, 由式( 4a) ~ ( 8a) , 我们可获得饱和土半空间位移和应力的 Hankel 变换解[ 5]
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2  混合边值问题

假定圆柱形刚性基础与弹性层光滑无摩擦接触, 且饱水半空间表面是透水的, 则无量纲化

后的位移、应力连续条件及边界条件为:

�RzL( �r , 0) = 0              1 [ �r [ ] , ( 20)

�SzrL( �r , 0) = 0 0 [ �r [ ] , ( 21)
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对式( 20) ~ ( 26) 进行Hankel 变换并消去 �B0, 写成矩阵形式有
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应用分块矩阵的方法, 对式( 27) 进行求解, 可得

�A 1 =
R22e

K
1

�h

R 11R22 - R12 R21
R
D0

zL ( p , 0) , �B1 =
- R21e

- K
1
�h

R11R 22 - R12R21
R
D0

zL( p , 0) ,

�A 2 =
(- P11 R22 + P 12R21) eK2

�h

R11 R22 - R 12R21
R
D0

zL ( p , 0) , �B2 =
(- P 21R22 + P22 R21) e- K

2
�h

R11 R22 - R 12R21
R
D0

zL ( p , 0) ,

( 28)

这里 P11、P 12、P 21、P 22, R 11、R12、R21、R22 均为 p 的函数(限于篇幅, 其表达式略去)# 

由式( 9) 我们有
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因此, 由 R
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若�h = 0, 本文可退化为完全饱和地基情形# 此时经过一系列复杂的推导有 f ( p ) =

�GL ( s
2
( c+ dD4) ) / [ ( 2p

2
- s

2
) hx - 4p

2
j ( c+ dD4) ] , 该表达式和文[ 5] 中的 f ( p ) 仅差一因子 �GL ,
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这是由于本文中 �RzL = RzL / GL, 而文[ 5] 中 �Rzw = Rzw/ GH 所致# 

上述对偶积分方程可化为易于数值求解的第二类 Fredholm 积分方程
[ 7]

, 令
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圆柱形刚性基础底面的应力分布还须满足平衡方程
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故部分饱和地基的动力柔度系数 Cv = 1 Q

1

0
H( t ) dt# 

3  算 例 分 析

解第二类Fredholm 积分方程式( 33) , 求得 H( t ) 后, 我们可求得 Cv = 1 Q

1

0
H( t ) dt随无量纲

频率 a0 的变化曲线# 

在本节给出的数值算例中, 地基的物理力学参数为: 对单相弹性层, KL = 313 @108 N/m2
,

GL = 1165 @108 N/ m2
, ML = 1/ 3, QL = 1 625 kg/ m3

; 饱和半空间, KH = GH = 1183 @108 N/m2
,

k > 10- 6 m/ s, MH = 1/ 4, Qs = 2 650 kg/ m3
, n = 01375, Ew = 2110 @109 N/ m2

# 其对应的无

量纲量为: �KL = 2, �KH = 1, �GL = 019, �QL = 018, �Qw = 01492, �Ew = 111489# 结合工程实际,

这里给出�b = 2时不同弹性层厚度( �h = 0, 011, 1) 情形下动力柔度系数 Cv 随a0 的变化曲线(见

图2)# 

图 2 b = 2 时 Cv 随a0的变化曲线

由图 2 可见, �h 值仅在高频段( a0 > 1) 才对 Cv-a0 曲线有较显著的影响, 而当�h = 011时,

此时的 Cv_a0 曲线与完全饱和地基( �h = 0) 的基本重合# 

4  结  语

本文采用Hankel 积分变换技术研究了上覆单相弹性土层的饱和地基上刚性基础的竖向
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振动, 并考察了参数 �h 对动力柔度系数的影响# 本文推导及解答过程严密、简洁, 分析结果表

明, 完全饱和地基上刚性基础的竖向振动即为本文中上覆弹性层厚度 �h = 0 的特殊情形# 
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V e r t i c a l V i b r a t i o n o f a R i g i d F o u n d a t i o n o n

S a t u r a t e d L a y e r e d S o i l S u b g r a d e
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Abst ra ct : Based on the theory o f elastic wave propagation in saturated soil subgrade e stablished by

the author of this paper , the axisymmetric ver tical v ibr ation o f a rigid circular foundation resting on

partially saturated soil subgrade which is composed o f a dr y elastic layer and a satur ated substratum is

studied. The analysis relied on the use o f integral transform te chniques and a pair of dual integral e-

quations governing the vertical vibration o f the rigid foundation is listed under the consider ation of

mixed boundary_value condition. The results are reduced to the case for saturated half_space . The set

of dual integral equations are reduced to a Fredholm integral equation of the second kind and so lved by

numerical pro cedures. Numerical ex amples are given at the end of the paper and plots o f the dynamic

compliance coefficient Cv v e r s u s t h e d im e n s i o n le s s f r e q u e n c y a0 a r e p r e s e n t e d .

K e y w o r d s : p a r t ia lly s at u r a t e d s o i l s u b g r a d e ; r ig id fo u n d a t io n ; d y n a m i c c o m p lia n c e c o e f fi c ie n t
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