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摘要:  建立了一种锥分离定理, 据此证明了锥线性算子的延拓定理, 作为应用,给出了正线性算

子的延拓定理# 
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引   言

众所周知, 线性泛函的延拓定理是泛函分析中的一个基本定理# 这一定理已经被推广到

了多种形式,并且在非光滑分析、最优化和变分问题等领域发现了许多新的用途[ 1~ 6]# 另外,

由于正线性算子是一重要的算子类且为函数逼近论的基础# 因此研究正线性算子的延拓很有

必要# 

本文首先证明两个凸集可由锥线性算子分离(锥线性算子为正线性算子的推广) , 进而在

Benson真有效意义下给出了锥线性算子的一种延拓, 作为应用还给出了正线性算子的延拓定

理# 

1  预 备知 识

文中, X 表示一个由锥D 而诱导出偏序的Banach空间, Y 为一个由锥S 而诱导出偏序的

Banach空间, 其中 D = intD G H , S = intS G H , 这里 intD 和 intS 分别为D及S 的内

部# 

用 H表示文中所出现的一切零元素# 

令 A 为Y 中一非空子集,则由 A 而诱导出的生成锥定义为

  cone( A ) = Aa : A\ 0, a I A # 

众所周知 cone( A ) 为一非空锥,且当 A 为一凸集时 cone( A) 为凸锥# 

如果 A < X , H I intA,或对任意 a I X 存在K> 0而使 Ka I X ,则称 A 为一吸引集# 

设 A < Y, A 非空,令
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Pmin[ A , S ] = y I A : (- S ) H clcone( A + S - y ) = H # 

Pmax [ A , S ] = y I A: S H clcone( A - S - y ) = H ,

和  min[ A , S] = y I A: A H ( y - S) = y , Pmin[ A , S ] < min[ A , S] ,
这里 clA 为A 的闭包# 

我们称 Pmin[ A , S ] 为 A 的 Benson真有效集# 

定义在 X上的集值映射F : X y 2Y被称为S一凸的, 如果,对一切 x 1, x 2 I X ,任意 KI [ 0,

1]

KF( x 1) + (1- K) F ( x 2) < F( Kx 1+ (1 - K) x 2) + S# 

集值映射: F: X y 2Y的上图定义为

epiF = ( x , y ) I X @ Y: y I F ( x ) + S # 

它的像定义为

Graph( F ) = ( x . y ) : y I F ( x ) ,

其逆 F
- 1为映 Y 到X 的集值映射 # 定义为 x I F

- 1
( y ) , 当且仅当 y I F( x ) 或( x , y ) I

Graph( F )# 

一个已知的结论是 F 为S 一凸当且仅当 epiF 为凸集# 

用 Y
* 表示 Y 的对偶,锥 Q < Y 时其正对偶锥Q

* 定义为

Q
*
= y

* I Y
*
: y

*
( y ) \ 0, y I Q # 

映射 F: X y 2Y被称为锥映射[ 7]
,指对一切 x 1, x 2 I X ,由 x 1- x 2 I D有F ( x 1) - F( x 2)

< S# 

用 L( X , Y) 表示 映 X 到 Y 的 一切 连 续 性 算 子 的 集合, 用 L
+

( X , Y) =

L I L( X , Y) : L (D ) < S 表示映X 到Y 之锥线性算子类# 

设 F : X y 2Y ,如果 F 的上图为闭集,则称 F 为闭映射,如果其上图为一个锥则称 F 为一

个(正齐次) 过程# 因此,一个闭凸过程指一个集值映射,其上图为一个闭凸锥# 

当 F : X y 2
Y
为一闭凸过程且为锥映射时,我们称其为一个锥闭凸过程# 

2  锥线性算子的延拓定理

引理 211[ 8]  设 Q为锥, 其对偶锥为 Q
*
, 如果q

* I Q
* \ H , q I intQ,则

q
*
( q ) > 0# 

引理 212  令 A 为Y 的一个凸子集H I A,且

clcone( A ) H (- intS) X ª,
则

A H (- intS ) X ª,
证明  如若不然假设

A H (- intS ) = ª
则由 Eidelheit分离定理[ 9]知,存在 U I Y

* 而使

sup
a I A

U( A) < U(- s ) , s I intS# 

令 c I clconeA H (- intS ) 则

  sup
AI A

U( A) < U( c) ,
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由此可找到一实数 a 满足

  sup
AI A

U( A) [ A< U( c)

不失一般性,假设 A= 0,则

  sup
AI A

U( A) [ 0,  U( c) > 0# 

另一方面由 c X 0且 c I clconeA 则存在Kn \ 0, an I A ,而使 c = limKnan ,由此导出

  U( c) = lim
ny ]

KnU( an) [ 0# 

这与 U( c) > 0矛盾# 

引理 213  令 X , Y 为 Banach空间, C < X @ Y 为一凸锥# 假设

� ) intC X ª, HI\ intC;

� ) ( H, y ) : y I S < C; ( x , H) : x I D < C;

� ) 存在 x I X , y I Y 而使

  Vx = x I X : ( x , y ) I C ,  Vy = y I Y: ( x , y ) I C

为吸收集# 

则存在锥线性连续算子 + : X y Y 而使

  clcone( G
( x, y ) I C

( +( x ) + y ) ) H (- S ) = H # 

证明  由� )及凸集分离定理知,存在线性泛函 5 X H, 5 : X @ Y y R 使得

  5( x , y ) \ 0,  ( x , y ) I C# 

因而,存在线性泛函 U: X y R , W: Y y R , ( U, W) X ( H, H) 而使

  U( x ) + W( y ) \0,  ( x , y ) I C# 

现证明下述结论:

a) W I S
*
, U I D

* # 

事实上,由 � )及 y I S 知( H, y ) I C 且

  W( y ) = U( H) + W( y ) \ 0# 

同理可证,当 x I D 时, U( x ) \ 0# 

b) W X H, U X H# 

如果不然,设 W= H,由( x , y ) I C 则 U( x ) \0# 由 Vx 为吸收集,对 x I X ,存在 K> 0

使 ? Kx I Vx 且KU( ? x ) \ 0,因而 U( x ) = 0# 这与 5 X H相矛盾# 因而 WX H,同理可证

U X H# 

因为 intS X ª, 因而可找到 y
c
0 I intS 而使 y

c
0 X H, 由引理 211知 W( yc

0) > 0, 令 y 0 =

y
c
0/ W( y

c
0) , 则 y 0 I intS 且 W( y 0) = 1# 现在定义一线性算子 f : R y Y 如下:

  f ( t ) = ty 0   ( t I R )# 

由 a)知, + ( x ) = f # U( x ) = U( x ) y0 为映 X 到 Y之锥连续算子且

  [ U( x ) + W( y ) ] y 0 = f # U( x ) + W( y ) y 0# (1)

现进一步证明

  clcone( G
( x, y ) I C

( +( x ) + y ) ) H (- S ) = H # (2)

假设( 2)不成立# 由 ( H, H) I C ,我们有

  clcone( G
( x, y ) I C

( +( x ) + y ) ) H (- intS ) X ª# 

由引理212有
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  G
( x , y) I C

( + ( x ) + y ) ) H (- intS ) X ª# 

因而,存在 ( x , y ) I C 使得

  +( x ) + y I - intS# 

由引理211知 W( +( x ) + y ) < 0# 另一方面

  W( + ( x ) + y ) = U( x ) W( y 0) + y ( y ) \ 0# 

这一矛盾说明( 2)成立# 

定理 211  令 X、Y 为 Banach空间, C I X @ Y 为一凸锥,且设下列条件满足:

� ) intC X ª;
� ) clcone( G

( H, y) I C
y ) H (- S ) = H , clcone( G

( x , H) I C
x ) H (- D) = H ;

� ) 存在 y
^ I Y, x

^ I X 使Vx = x I X : ( x , y
^
) I C , Vx = y I Y: ( x

^
, y ) I C 为

吸收集# 

则存在锥线性连续算子 + : X y Y 使

  clcone( G
( x, y ) I C

( +( x ) + y ) ) H (- S ) = H # 

证明  考虑下列凸包

  C0 = C0[ C G ( H, y ) : y < S G ( x , H) : x < D ] ,

则

C0 =

(1- a - b) ( x , y ) + A( H, yc) + b( xc, H) : ( x , y ) I C, yc I S, xc I D , a, b \ 0 =

( (1- a - b ) x + bxc(1- a - b ) y + ayc) : ( x , y ) I C, yc I S , xc I D, a, b \ 0 # 

显然,对 t > 0, tC0 < C 0# 因而 C0为一凸锥,且

  C0 = C# 

我们指出 ( H, H) | intC# 否则,设( H, H) I intC0,则 C0为一吸收集,存在 t > 0使 t ( x1, y 1) I

C0(其中 x 1 I - intD, y1 I - intS ) ,因而存在 a > 0, b > 0, ( x , y ) I C, xc I D , yc I S 使

t ( x 1, y 1) = ( (1- a - b ) x + bxc, (1- a - b ) y + ayc) )

且

tx 1 = (1 - a - b ) x + bxc,  ty 1 = (1 - a - b) y + ayc,

由此而知

x =
tx 1

1- a - b
-

bxc
1 - a - b

I - intD,  y =
ty 1

1- a - b
-

ayc
1- a - b

I - intS ,

这与 � )矛盾# 因而 ( H, H) | intC0# 因为 intC0 = intC,由 � ) 知 intC0 X ª# 令

Vx = x I X : ( x , y
^
) I C0 = x I X : ( x , y

^
) I C ,

Vy = y I X : ( x
^
, y ) I C0 = y I X : ( x

^
, y ) I C # 

由� )知 Vx , Vy 为吸收集, 因而 C0满足引理 213的条件# 定理证毕# 

推论 211  设 A < X @ Y 为一凸集X , Y ,为 Banach空间, 假设

� ) intA X ª ;
� ) clcone( G

( H, y) I A
y ) H (- S ) = H , clcone( G

( x, H) I A
x ) H (- D) = H ;

� ) 存在 x
^ I X , y

^ I Y 而使

Vx = x I X : ( x , y
^
) I A , Vy = y I X : ( x

^
, y ) I A 为吸收集# 
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则存在锥线性连续算子 + : X y Y 而使

  clcone( G
( x, y ) I A

( + ( x ) + y ) ) H (- S) = H # 

证明  令 C = G
K> 0
KA 则C 为一凸锥,且满足定理 211的条件# 

定理 212(延拓定理)  令 X , Y为Banach空间, F : X 1 y 2Y为一锥闭凸过程, L 0: X 0 y Y为

一锥线性连续算子, X 0, X1 < X 为两个线性子空间, B = ( x , L0( x ) ) : X I X 0 ,假设X 0 H X 1

X ª, H I int( epiF - B ) 且

  H I P min[ ( F - L ) (X 1) , S] ,

则存在锥线性连续算子 L I L
+
( X , Y) 使

  H I P min[ ( F - L ) (X 1) , S] , (3)

  H I P min[ ( L - L 0) ( X 0) , S ] , (4)

且

  H I P max [ ( L - L0) ( X0) , S ]# (5)

证明  令

  K = epiF = ( x , y ) ; y I F ( x ) + S , x I X 1 ,

  B = ( x , L 0( x ) ) : x I X 0 ,  A = K - B# 

因为 F( x ) 为一个闭凸过程,因而 K , A , B 为凸锥# 并且

a) 由假设条件知 , intA X ª# 

b) 我们现在证明

  clcone( G
(H, y) I A

y ) H (- S ) = H # 

事实上,令

( H, y ) = ( x - x , yc- L 0( x ) ) , yc I F( x ) + S# 

因为

clcone( G
x I X

0
HX

1

( F ( x ) - L 0( x ) ) + S ) H (- S) = H # 

我们有

clcone( G
( H, y) I A

y ) H (- S) = H # 

现在证明

clcone( G
( x , H) I A

x ) H (- D) = H # 

这等价于

clcone( G
y I L

0
( X
0
) H ( F( X

1
) + S )

( L
- 1
0 ( y ) - F

- 1
( y ) ) ) H (- D) = H # 

假如此式不成立,则由引理212有
G

y I L
0
( X
0
) H ( F( X

1
)+ S )

( L
- 1
0 ( y ) - F

- 1
( y ) ) H (- intD) X ª# 

于是存在 x
c
1 I L

- 1
0 ( yc) , xc

2 I F
- 1
( yc) , yc I L0( X 0) H ( F(X 1) + S) 使

x
c
1- x

c
2 = - d I - intD,

F ( x
c
2) - L 0( x

c
2) = yc- L0( x

c
2) = yc- L 0( x

c
1+ d )# 

由引理212,存在 s1 I S 而使

  L 0( x
c
1+ d ) - L 0( x

c
1) = s1 I intS,

由此而知
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  F( x
c
2) - L0( x

c
2) = yc- L 0( xc) - s1 = - s 1 I intS,

这与 H I P min[ ( F - L 0) ( X 0 H X 1) , S] 矛盾# 

c) 令 Vx = x I X : ( x , H) I A , Vy = y I Y: ( H, y ) I A ,则由已知条件知道 Vx , Vy

为吸收集# 

由推论211,存在一个锥线性连续算子 +: X y Y 使

  clcone( G
( x, y ) I A

( + ( x ) + y ) ) H (- S) = H # 

因为 ( H, H) I B , H I F ( H) 我们有

  clcone( G
( x, y ) I K

( +( x ) + y ) ) H (- S ) = H ,

即

  clcone( G
x I X

1

( +( x ) + F( x ) ) + S ) H (- S) = H # 

另一方面

  G
( x , y) I A

( +( x ) + y ) = G
x I X

1

( + ( x ) + F ( x ) + S ) - G
x I X

0

( + ( x ) + L 0( x ) ) ,

因而

  clcone[ G
x I X

1

( +( x ) + F( x ) + S) - G
x I X

0

( + ( x ) + L0( x ) ) ] H (- S ) = H # 

由 + 和L 0之线性性及 H I X 1, H I F ( H) 有

H < clcone[ G
x I X

0

(- + ( x ) - L 0( x ) ) + S ] H (- S) < clcone[ G
x I X

1

( +( X ) +

    F ( x ) + S ) - G
x I X

0

( + ( x ) + L 0( x ) ) ] H (- S ) = H ,

且

H < clcone[ G
x I X

1

( +( x ) + F( x ) ) + S ] H (- S) < clcone[ G
x I X

1

( +( X ) + F( x ) +

    S) - G
x I X

0

( + ( x ) + L0( x ) ) ] H (- S ) = H # 

因而

clcone[ G
x I X

0

(- +( x ) - L 0( x ) ) + S ] H (- S ) = H , (6)

且

clcone[ G
x I X

1

( + ( x ) + F ( x ) ) + S ] H (- S ) = H # (7)

最后,令 L = - +, 由(7) 可得(3) ,且由(6) 有

  H I P min[ ( L - L 0) ( X 0) , S ]# 

因为 X 0为一线性向量空间,由 L 和L 0之线性性可得到(5)# 

推论 212  在定理212的条件, 设
  H I P min[ ( L0 - F) (X 0 H X 1) , S] ,

则存在一个锥线性连续算子 L : X y Y 而使

H I Pmin[ ( L - F) (X 1) , S ] , H I Pmin[ ( L 0- L ) (X 0) , S ] ,

且

  H I P max [ ( L0- L ) ( X0) , S ]# 

3  应   用

令 E 为具有凸的点锥D的一个Banach空间, R = (- ] , + ] ) , R+ = [ 0, + ] ) , E * 为 E
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之对偶空间# 如果 f I E
* 且 f ( D ) < R+ 则称 f 为E 上之单调线性泛函[ 10]# 

如果假设 Y = R, S = R+ ,且 F: X y R 为一单值锥闭凸过程, 则称其为一单调正齐次泛

函,即对任意 x I D , F ( x ) \ 0且

  F( x + y ) [ F( x ) + F( y ) ,  x , y I E ,

  F( Ax ) = AF( x ) ,  A\ 0# 

推论 311(正线性泛函的延拓定理)  假设
� ) E 为一实 Banach空间, E0 < E 为一个实线性子空间;

� ) int( epiF - B) X H, 这里 B = ( x , f 0( x ) ) : x I E 0 ;

� ) F( x ) 为定义在 E 上单调正齐次泛函, f 0为 E0上定义的正线性连续泛函,且 f 0( x ) [

F ( x ) , x I E 0# 

那么,存在 E 上一个正线性连续泛函f 而使

� ) f ( x ) = f 0,  x I E0;

� ) f ( x ) [ F( x ) ,  x I E# 

证明  令 X 0 = E 0, X 1 = E, Y = R , S = R+ ,由于 H I Pmin[ ( F - f 0) ( E) , R+ ] 当且仅当

F ( x ) \ f 0( x ) , x I E# 由定理 212便可得到推论 311# 

局部 Lipschitz函数 f : X y R 在x 点沿方向v 的广义方向导数f
0
( x ; v) 定义为

  f
0
( x ; v ) = lim sup

xcy x , t | 0+

f ( xc+ tv) - f ( xc)
t

而Clarke广义梯度5C f ( x ) < X
* 为集

  5Cf ( x ) = x
* I X

*
: x

*
( v) [ f

0
( x ; v) , v I X ,

则由Hahn_Banach定理我们可证
[ 11]5Cf ( x ) X ª# 

当f ( x ) 为一个单调Lipschitz函数时,易证f
0
( x ; v ) 关于 v为一个单调正齐次泛函# 由推

论311可证存在正线性连续泛函 x
* I X

* 使 x
* I 5 cf ( x )# 

我们认为, 定理 212有望用于讨论集值映射在切锥导数意义下的广义梯度的存在性# 
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The Extension Theorems of Cone Linear Operators

SHENG Bao_huai,  LIU San_yang

( Depa rtm ent of Applied Mathem atics , Xidian Un iv er sity , Xi. an 710071, P R China )

Abstract: A kind of cone separation theorems is established, by which the extension theorems for

cone linear continuous operators are developed. As application, the extension theorem for positive

linear continuous operators is given.

Key words: cone separation theorem; cone linear operator; extension theorem; separation theorems
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