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m 阶多时滞中立型微分方程的 2T 周期解
X
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(张鸿庆推荐)

摘要 :  研究 m 阶常系数线性多时滞中立型方程的周期解, 讨论了 2T 周期解的存在性和唯一性,

得到了 2T 周期解存在唯一若干新的充分必要条件# 所得主要结果适用性更广# 它包括了许多相

关文献的结果为其特例,推广、改进了这些文献的主要结果# 可对所研究的中立型方程周期解存

在的大量情形作出判断,而这些情形用其他文献的结果是无法判断的# 换言之, 对方程( 1) ,主要

结果是最一般化的,用同样的方法已不可能得到更好的结果# 

关  键  词:  中立型方程;  周期解;  Fourier级数

中图分类号:  O17511   文献标识码:  A

引   言

周知,中立型微分方程在生物学、物理、化学、医学、力学等领域, 有着广泛的应用背景# 因

此,研究中立型方程有着十分重要的理论和应用价值# 本文考虑 m 阶中立型方程:

  E
m

i= 0

[ aix
( m- i )

( t ) + bjx
( m- j )

( t - hj ) ] = f ( t ) ( 1)

的周期解,其中 a0 = 1, ai , bj , hj \0( j = 0, 1, 2, ,, m ) 是常数# f ( t ) 是 m 阶连续可微的2T

周期函数# 设其Fourier展式为:

  f ( t ) = k0+ E
]

n= 1
[ kncos( Ant) + l nsin( Ant) ] , (2)

其中 k0, kn, l n 是 Fourier系数, A= P/ T > 0# 

对方程( 1) ,当 m = 2时,文[ 1] ~ [ 3] 在 | b 0 | X 1情况下, [ 4] 在 | b0 | = 1情况下,讨论

了周期解存在的条件,文[ 5] 在 | b 0 | < 1/ 2情况下,得到中立型方程(1) 周期解存在的若干充

分必要条件, 文[ 6] 对任意常数 b0,给出了方程(1) 的2T周期解存在的若干充分必要条件# 本

文利用Fourier级数法,讨论了方程( 1) 对任意常数 b0, 2T 周期解存在的新充分必要条件,得到

了适用性更广的结果# 该结果包容、改进或推广了有关文献的主要结果, 可对其他文献无法

判断的方程(1) 周期解存在的大量情形作出判定# 

1  主要定理及其证明

考虑如下代数方程组
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( am + bm) c0 = k 0,

A ( n) cn + B ( n) dn = k n,

- B ( n) cn + A( n) dn = ln ,

(3)

关于 c0, cn, dn 的解,其中 A= P
T
> 0,并且

  A ( n) = E
m

i= 0
( An) ( m- i)

a icos
( m - i)P

2
+ bicos

( m- i)P
2

- Anh ,

  B( n) = E
m

i = 0
( An)

( m- i )
aisin

(m - i)P
2

+ bisin
( m - i )P

2
- Anh # 

令 R2m( n) = A
2
( n) + B

2
( n) ,它是关于 An的2m次多项式,它的每个系数都由 ai , bi , b0,

cos
( m - i )P

2
, sin

(m - i)P
2

, cos
( m- i)P

2
- Anhi , sin

(m - i)P
2

- Anhi , 经过有限次加减

乘运算而得到# 

引理 1  R2m( n) = E
2m

k= 0

B2m- k( An)
2m- k其中它的j 次项系数为

B2m- p = E
p

i= 0

(- 1) i+ p [ aiap- i + aibp- icos( Anhp- i ) + biap- icos( Anhi ) +

    bibp- i cos( hi - hp- i ) An]   ( p = 0, 2, ,, 2m) , (4)

B2m- (4q- 3) = E
4 q- 3

i= 0

(- 1) i [- aibp- isinAnhp- i + ap- ibisin( Anh i ) -

    bibp- isinAn( hp- i - h i ) ] ( p = 4q - 3; q = 1, 2, ,,
m + 1

2 ) , (5)

B2m- (4q- 1) = E
4q- 1

i= 0

(- 1) i [ aibp- isinAnhp- i - ap- ibisinAnhi +

    bibp- isinAn( hp- i - h i ) ] ( p = 2q - 1; q = 1, 2, ,,
m
2

)# (6)

定理 1  如果存在一个常数 d > 0使得多项式 R2m( n) 的 2( m- j ) 次项系数 B2(m- j ) \ d

对一切 n都成立,且

B2m- k \ 0,  k =

0  (当 j = 0时) ,

、1, 2, ,, 2j - 1  当 1 [ j [ m0 =
$

min
m
2

,
2m- 2

3
时 ,

那么方程( 1)存在 m阶连续可微的 2T 周期解的充分必要条件是代数方程组(3) 关于 c0, cn, dn

有解# 

证明  必要性的证明类似于文[ 5]# 下面证明充分性,为此,考虑如下 m + 1个三角级数:

c0+ E
]

n= 1
( cn cosAnt + dnsinAnt (7)

E
]

n= 1
[ ( An)

k
cncos

kP
2 + dnsin

kP
2 cosAnt + ( An)

k
dncos

kP
2 -

    cnsin
kP
2 sinAnt  ( k = 1, 2, ,, m)# (8)

首先证明这些级数是绝对收敛和一致收敛的# 事实上,由引理 1知
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A
2
( n) + B

2
( n) = R 2m( n) = E

2m

k= 0

B2m- k( An)
2m- k

=

    E
2m- ( 2j- 1)

k= 0

B2m- k ( An )
2m- k

+ B2( m- j) ( An)
2( m- j )

R2( m- j )- 1( n ) ,

因为 B2m- k \ 0( k = 0, 1, 2, ,, 2j - 1) , B2( m- j ) \ d > 0, 所以

A
2
( n) + B

2
( n) \ d ( An) 2( m- j)

+ R2( m- j )- 1( n)# (9)

由( 9)式可知,必存在正数 D及充分大的自然数N, 使得当 n \N 时,就有

A
2
( n) + B

2
( n) \ D

2
( An)

2( m- j)
且 An \ 1# (10)

由方程( 3)易知

  [ A
2
( n ) + B

2
( n) ] cn = A ( n) kn - B ( n) ln , (11)

  [ A
2
( n ) + B

2
( n) ] dn = B ( n) kn + A ( n) ln , (12)

由( 10) ~ ( 12)可知:当 n \N 时

D( An) k( | cn | + | dn | ) [ D( An ) m- j ( | cn | + | dn | ) [ A
2
( n) + B

2
( n) ( | cn | + | dn | ) =

    
| A ( n) kn - B ( n) ln |

A
2
( n) + B

2
( n)

+
| B( n) kn - A( n ) l n |

A
2
( n) + B

2
( n)

[ 2( | kn | + | ln | )

( k = 0, 1, 2, ,, m - j ; 0 [ j [ m0)# 

注意到

| kn | + | ln | =
1

( An) ( m- j)
( | An | m- j | kn | + | An |

( m- j )
| ln | ) [

    1

2( An) 2(m- j )
+ [ ( | An | ( m- j) | kn | )

2
+ ( | An | ( m- j ) | ln | )

2
]# 

我们可得

( An ) k( | cn | + | dn | ) [ ( An) ( m- j) ( | cn | + | dn | ) [

    1

D( An) 2( m- j )
+

2
D
[ | ( An ) ( m- j ) kn |

2
+ | ( An) ( m- j ) ln |

2
]  ( k = 0, 1, 2, ,, n - j ) ,

(13)

不等式( 13)两边同乘 ( An) j 得

( An ) k( | cn | + | dn | ) [ ( An) m( | cn | + | dn | ) [

    1

D( An) (2m- 3j ) +
2
D
[ | ( An) ( m- j ) kn |

2
+ | ( An) ( m- j)

ln |
2
] ( An) j [

    1

D( An)
(2m- 3j ) +

2
D[ | ( An)

m
kn |

2
+ | ( An)

m
l n |

2
]

( k = j , j + 1, ,, m; 1 [ j [ m 0)# (14)

注意到: j [ m 0 [ m
2

[ m
2
,即 m- j \ j ,因此, 对 k = 0, 1, 2, ,, m, (13)、(14) 至少有一式

成立# 因为0 [ j [ 2m - 2
3

[ 2m - 2
3

,即2m- 3j \2,所以级数 E
]

n= N

1
D( nA) 2m- 3 j 收敛# 又

因为连续函数 f
( k )
( t ) ( k = 1, 2, ,, m ) 的 Fourier系数为:

( nA) k kn cos
kP
2
+ lnsin

kP
2
和( nA) k l ncos

kP
2
- kn sin

kP
2

 ( k = 1, 2, ,, m) ,

由 Bessel不等式得:

E
]

n= N

[ | ( An) kkn |
2
+ | ( An) kln |

2
] = E

]

n= N

( An) k kncos
kP
2
+ l nsin

kP
2

2

+
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    ( An) k l ncos
kP
2
- kn sin

kP
2

2

[ 1
TQ

T

- T
| f

( k )
( t ) |

2dt  ( k = 1, 2, ,, m) ,

故 E
]

n= N

[ | ( An) kkn |
2
+ | ( An) kln |

2
] ( k = 1, 2, ,, m ) 收敛# 

因此,由( 13)、( 14)知 E
]

n = N

( An) k( | cn | + | dn | ) ( k = 0, 1, 2, ,, m )# 收敛, ( k = 0, 1, 2, ,, m )

从而级数 E
]

n= 1

( An) k( | cn | + | dn | ) ( k = 0, 1, 2, ,, m) 收敛# 又因为

| cncos( Ant) + dnsin( Ant) | [ | cn | + | dn | ,

( An)
k
cncos

kP
2
+ dnsin

kP
2

cosAnt + ( An)
k
dn cos

kP
2
- cnsin

kP
2

sinAnt =

    | ( An) | 2 cncos
kP
2
+ Ant + dnsin

kP
2
Ant [ | ( An) | k ( | cn | + | dn | )

( k = 1, 2, ,, m ) ,

所以,三角级数( 7)、( 8)是绝对收敛和一致收敛的# 

令 x ( t ) = c0+ E
]

n= 1
( cncosAnt + dnsinAnt) 则有:

x
( k )
( t ) = E

]

n = 1
( An) k cn cos

kP
2
+ dnsin

kP
2

cosAnt + dncos
kP
2
- cnsin

kP
2

sinAnt ( k

= 1, 2, ,, m ) 是连续的,易证 x ( t ) 满足方程(1) ,因此 x ( t ) 是方程(1) 的 m阶连续可微的2T

周期解# 

推论 1  假设 | b 0 | X 1或者 b0 X- 1,且 h0 = 2kT , k 为某个自然数, 那么方程(1) 存在 m

阶连续可微的 2T 周期解的充分必要条件同定理 1# 

证明  由引理 1知,当 | b0 | X 1时, B2m = (1+ 2b0cosAnh0+ b
2
0) \ (1- | b0 | )

2
= d >

0; 当 b0 X- 1且 h0 = 2Tk 时, B2m = (1+ 2b0cos2kP+ b
2
0) = (1+ b0)

2
= d > 0,由定理 1知

推论 1的结论成立# 

推论 2  设 m \ 3, h0 = h1 =
p
q
T( p、q 为不可约自然数) ,若如下任一条件成立# 

( � ) ( a1 ? b1)
2
> 4( | a2 | + | b2 | ) ,

( � ) a2 [ 0, b 2b0 [ 0, | a1 | X | b1 | , h0 = h2,

那么方程( 1)存在 m 阶连续可微的 2T 周期解的充分必要条件同定理 1# 

证明  如果 | b0 | X 1, 那么由推论 1知结论成立# 现设 | b 0 | = 1, 对时滞 h0 = h1 =

p
q
T ( p、q 为不可约自然数) ,分两种情况讨论

¹ 当 Anh0 = Anh1 = kP, k 为某个自然数时, 由引理 1知

R2m( n) = B2m( An)
2m
+ B2m- 1( An)

2m- 1
+ B2( m- 1) ( An)

2( m- 1)
+ R2m- 3( n) ,

其中 B2m = 1 + 2b0coskP+ b
2
0 = (1 ? b0)

2 \ 0# 

B2m- 1 = E
1

i= 0
(- 1)

i
[ a ib1- isin( Anh1- i ) - bia1- isin( Anh i ) + bib1- isin( An ( hk- ih i ) ) ] = 0,

B2( m- 1) = E
2

i= 0
(- 1) i+ 1

[ aiak- i + aibk- icos( Anhk- i ) + biak- icos( Anhi ) +

biak- icos( An( hi - hk- i ) ) ] = [ a
2
1+ b

2
1+ 2a1 b1coskP-
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2( a2+ a2b0coskP+ b0 b2cos( An( h2- h0) ) + b2cos( Anh2) ) ]# 

在条件( � )下,

B2( m- 1) \ [ ( a1 ? b1)
2
- 4( | a2 | + | b2 | ) ] = d1 > 0,对一切 n成立( j = 1 [ m0, m \3) ,

在条件( � ) 下,

B2( m- 1) \ ( a1 ? b1)
2
- 2( a2+ a2 b0coskP+ b0 b2cos( An( h2- h0) ) + b2cos( Anh2) ) \

    ( a1 ? b1)
2
- 2a2(1 + b0coskP) - 2b2b 0[ 1 + b0coskP] \ ( a1 ? b1)

2
= d2,

对一切 n ,成立( j = 1 [ m0, m \ 3)# 

º Anh0 = Anh1 = kP+
K
p
P( K= 1, 2, ,, p - 1) ,令

d = max cos P
p

, cos 2P
p

, ,, cos ( p - 1)P
p

,  则0 < d < 1,

B2m = (1+ 2b0coskP+ b
2
0) = ( 2+ 2b0coskP) \ 2(1- d ) = d3 > 0, 对一切 n 成立# 因此,

定理 1的条件得到满足,从而推论 2结论成立# 证毕# 

推论 3  设 m \4; h0= h4 =
p
q
T( p、q为不可约自然数) ,且满足条件: a1 = b1 = 0, a2 [

0, b2 b0 [ 0, | a2 | X | b 2 | , a4 \0, b4 b0 \ 0,

那么方程( 1)存在 m 阶连续可微的 2T 周期解的充分必要条件同定理 1# 

证明  推论 3的证明类似推论 2# 

易见,代数方程( 3)的唯一解的充分必要条件是:

am + bm X 0和 A
2
( n) + B

2
( n) X 0, n = 1, 2, , (15)

定理 2  在定理 1及其推论 1~ 3的相应条件下,方程( 1)存在唯一的 m 阶连续可微的 2T

周期的充分必要条件是(15) 成立# 

定理 3  设 b0 X- 1, hj = 2Tkj , kj 为自然数( j = 0, 1, 2, ,, m ) ,如果 am + bm X 0,并且以

下条件之一成立:

( � ) ( a2j- 1+ b2 j- 1) ( a2 j+ 1+ b2j+ 1) [ 0, j = 1, 2, ,, m1,且存在一个 j 0(1 [ j 0 [ m1+ 1)

使得( a2 j
0
- 1+ b2j

0
- 1) X 0,

( � ) ( a2( j- 1) + b2( j- 1) ) ( a2j + b2j ) [ 0, j = 1, 2, ,, m 2, 且存在一个 j 0(1 [ j 0 [ m2+ 1)

使得( a2( j
0
- 1) + b2( j

0
- 1) ) X 0,

那么方程( 1)存在唯一的 m 阶连续可微的 2T 周期解# 其中

m1 =

m - 2
2  (当 m 偶数时) ,

m - 1
2

 (当 m 为奇数时) ,

  m2 =

m
2  (当 m 偶数时) ,

m - 1
2

 (当 m 为奇数时)# 

证明  因 b0 X- 1, h0 = 2k0T ,故由推论 1知方程(1) 存在唯一的 m阶连续可微的2T 周

期解的充分必要条件是(15) 式成立# 

当 m = 2k , k = 1, 2, ,时,有:

A ( n) = ( An) 2k(1+ b0) (- 1) k + ( An) 2( k- 1)
( a2+ b 2) (- 1) k- 1

+ ,+ ( a2k + b2k) (- 1) 0,

B ( n) = ( An)
2k- 1

( a1+ b1) (- 1)
k- 1

+ ( An)
2k- 3)

( a3 + b3) (- 1)
k- 2

+ ,+

( An) ( a2k- 1 + b2k- 1)# 

当 m = 2k + 1, k = 1, 2, ,时,有:

96 m 阶多时滞中立型微分方程的 2T 周期解



A( n) = ( An) 2k( a1+ b1) (- 1) k+ 1
+ ( An) 2( k- 1)

( a3+ b 3) (- 1) k- 2
+ ,+ ( a2k- 1+ b2k- 1) ,

B ( n) = ( An) 2k+ 1
(1+ b0) (- 1) k + ( An )2k- 1)

( a2+ b 2) (- 1) k- 1
+ ,+ ( a2k + b2k) ( An) ,

因此,在条件( � )下,当 m 为偶数时, B( n ) X 0, 当 m 为奇数时, A ( n) X 0; 在条件( � )

下, 当 m 为偶数时A( n) X 0,当 m为奇数时, B ( n) X 0,即对任何自然数 n, (15) 式成立,因此

定理 3得证# 

注 1 对方程( 1) , 本文定理 1是最一般的结果, 用本文的方法已不可能得到比定理 1 更好的结果,即用

Fourier 级数方法研究方程( 1)的工作已完成,不会再有新的进展# 

注 2 定理 1 适用面极广, 推论 1~ 3 和定理 3都可视为其特例# 定理 1 的结果推广、改进和完善了文献

[ 1~ 6]中的主要结果,并且可对以往何文献都无法判定的方程( 1)周期解存在的大量情形作出判定# 

例 1  中立型方程

x
(10)

( t ) + x
( 7)
( t ) + 8x ( 6) ( t ) + x

(10)
t -

P
3

+ x
(7)

t -
5
6
P -

    x
(6)

t -
7
6 P + x t -

P
6 = sin(12t ) ,

这是方程( 1)的特例, 文献[ 5, 6]无法判定其周期解的存在性,但用本文定理 3可知该方程存在

唯一的10阶连续可微的
P
6
周期解# 

例 2  中立型方程

xd( t ) - 12x ( t ) + xd( t - 2) + 6x ( t - 3 3) = 2cos 2Pt

其中 b0 = 1, a1 = b1 = 0, h0 = 2, h2 = 3 2, 2T = 2# 

这是方程( 1)的一个特例,不满足文[ 1~ 6]的条件# 但满足本文定理 1、2、3的条件, 故存在唯

一的二阶连续可微的 2周期解# 

例 3  中立型方程

x
(5)
( t ) + 4x (3) ( t ) + x

( 2)
( t ) + 7xc( t ) + 2x ( t ) - x

(5)
t -

2
3

+ 2x (3)
( t - 3) -

    x
(2)
( t - 4) - xc t -

2
3

+ x ( t - 8) = sin Pt ,

这是方程( 1)的一个特例, 不满足文[ 5, 6]的条件, 但因为 m = 5, h0 = h4 =
2 @ 2
2 @ 3 =

2
3 , 2T =

2易验证推论 3的条件( � ) 和( � ) 成立,且

B ( n) = (Pn) 5 1 - cos
2n
3
P + (Pn) 3(4 - 2cos 3Pn) + Pn 7 - cos

2n
3
P > 0,

由定理2知该方程存在唯一的五阶连续可微的 2周期解# 
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2 T _Periodic Solution for m Order Neutral Type

Differential Equations With Time Delays

ZHANG Bao_sheng,  ZHU Guang_hui

( Depar tm ent of Ma them atics , Yunnan Nationalities In stitute ,

Kunm ing 650031, P R Chin a )

Abstract: Periodic solution of m order linear neutral equations with constant coefficient and time de-

lays was studied. Existence and uniqueness of2T _periodic solutions for the equation were discussed

by using the method of Fourier series. Some new necessary and sufficient conditions of existence and

uniqueness of 2T _periodic solutions for the equation are obtained. The main result is used widely. It

contains results in some correlation paper for its special case, improves and extends the main results

in them. Existence of periodic solution for the equation in larger number of particular case can be

checked by using the result, but cannot be checked in another paper. In other words, the main result

in this paper is most generalized for ( 1), the better result by using the same method.

Key words: neutral type equation; 2T _periodic solution; Fourier series
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