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摘要 : � 建立了滑冰运动的一种力学模型并应用非完整力学中的 Routh 方程对其求解�� 详细分析

了滑冰时的两种局部有意义的常见的定常运动, 计算结果与实际观察到的现象是一致的��
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引 � � 言

冰橇问题是非完整力学的一个经典问题, 它的解答是 �. �. �� !∀#∃%( 1898 年)和 C.

Carathodory( 1933年)完成的[ 1]�� 文献[ 2]对这种解答提出了质疑, 文献[ 3]给出了另一种解�� 然

而这些解答中冰撬模型与实际运动员的滑冰运动相差甚远,因此本文建立滑冰运动的一种力

学模型,应用非完整力学中的 Routh 方程给出了它的解法并详细讨论了两种有局部意义的常

见的定常运动��

1 � 模型的建立

图1是滑冰鞋的示意图, 其底部的刀刃与水平冰面接触部分近似为一直线,长度大约为

150 mm
[ 4]�� 图 2表示一滑冰者在水平冰面上单足滑行,将冰刀与滑冰者视为一整体,其质量为

m,质心在 G点�� 为简便起见将1、2、3轴视为系统的主轴,其转动惯量分别用 A、B 和C 表示,

设K 为刀刃上的最低点, K 在1轴上, 由于刀刃近似为一直线, 我们不考虑人体与冰刀绕3轴的

自转,于是滑冰者绕质心的转角为 �、�(如图2所示) ,质心G的坐标是( x , y , z ) , K 点的坐标是

( xK , yK , o) , G 和K 之间的距离为a,于是

� �
xK = x + acos�sin�,

yK = y - acos�cos���
(1)

冰刀所受的非完整约束方程为

� � �xK sin�- �yK cos�= 0, (2)

式中字母上的小黑点代表对时间 t的微分�� 将( 1) 对时间 t求导后代入上式得出约束方程的

另一种形式:

� � �x sin�- �y cos�- a��sin�= 0�� (3)
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图 � 1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 图 � 2

在坐标示 G123中, 系统的角速度

� � � =

�1

�2

�3

=

- ��sin�
��
��cos�

, (4)

上面角速度的表达式与滚盘问题中滚盘的角速度相似[ 5] ,区别是( 4)中没有自转角 ��� 系统的

动能:

� � T =
1
2
m(�x 2

+ �y 2
+ �z 2) + 1

2
( A�21+ B�22+ C�23) ,

由于 z = asin�并引用(4) 式,上式可化为

� � T =
1
2
m(�x 2

+ �y 2
) +

1
2
( ma

2cos2�+ B )��2+ 1
2
( Asin2�+ C cos2�) ��2, (5)

系统势能

� � V = mgasin��� (6)

将( 5)、( 6)代入非完整力学中的 Routh方程
[ 1]
并注意到约束方程( 3)即得

� �

m�x = �sin�,

m�y = - �cos�,

( ma
2cos2�+ B )��= ma

2sin�cos���2-

� � ( C - A ) sin�cos���2-
� � mgacos�- �asin�,

d
dt [ ( A sin

2
�+ C cos

2
�) ��] = 0��

(7)

方程( 3)与( 7)组成了描述滑冰运动的微分方程组��

2 � 方程的解

积分( 7)的第 4式即得

� � ��= C1( Asin
2
�+ C cos

2
�)

- 1
, (8)

式中积分常数
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� � C1 = ( Asin2�0+ C cos2�0)��0(下标� 0�表示 t = 0时该量之值)��

由( 7)的前两式易知:

� � �= m( �x sin�- �ycos�) , (9)

� � �x cos�+ �y sin�= 0�� (10)

将( 3)对 t 求导后, (9) 可改写为

� � �= ma(��sin�+ ��2cos�) - m��(�x cos�+ �y sin�)�� (11)

( 3)乘以 (- ��) 后与(10) 相加有

� � d
dt (�x cos�+ �y sin�) = - a����sin��� (12)

将( 8)代入, 得

� � d(�x cos�+ �y sin�) = -
C1asin�d�

Asin2�+ C cos2�
, (13)

积分后有

� � �x cos�+ �y sin�=
C1a

A ( C- A )
arc tan C- A

A
cos� + C2, (14)

积分常数

� � C2 = �x 0cos�0+ �y 0sin�0-
C1a

A( C - A)
arc tan C - A

A
cos�0 ,

将上式代入( 11)有

� � �= ma(��sin�+ ��2cos�) - m��
C1a

A( C - A)
arc tan C - A

A
cos� + C2 �� (15)

把上式代入( 7)的第 3式,再将( 8)代入整后即得

� � ( ma
2
+ B) ��= -

C
2
1( C - A ) sin�cos�

( A sin2�+ C cos2�) 2
- mgacos�+

� � � � � �
maC1sin�

Asin2�+ Ccos2�
C1a

A( C - A )
arc tan C- A

A
cos� + C2 , (16)

积分上式,得

� � ( a
2
+ B )��2 = C3- C

2
1( Asin

2
�+ Ccos

2
�)

- 1
- 2mgasin�-

2maC1C2

A( C - A)
arc tan C - A

A
cos� -

ma
2
C

2
1

A( C - A)
arc tan C - A

A
cos�

2

, (17)

式中 C3为积分常数,可由初始条件确定其值�� 将上式的右端除以( ma
2
+ B ) 并用 f ( �) 表示

之,上式可写为

� � d�
dt

= � f ( �) , (18)

分离变量后积分有

� � t =�
�

�
0

� d�
f ( �)

, (19)

从这一积分求得 �( t ) ,代入(8) 积分后可得 �( t ) , 于是由(15) 得出 �( t ) ,再将 �( t )、�( t ) 之值

代入(7) 的前两式, 即可解得 x ( t )、y ( t )�� 下面分析两种常见的定常运动��

1) ��= ��= 0, �=
�
2
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从( 7)的第 3式可知,这时有 �= 0, 而由(11) 知这等价于

� � ��(�xcos�+ �y sin�) = 0�� (20)

要上式成立可有两种情况:

a) ��= 0即 �= �0 = 常数�� 可见滑冰者要保持与地面垂直,他只能作匀速直线运动,这

显然与实际滑冰运动是一致的�� 这种运动长期稳定性的获得可能需要通过动动员的技巧来

实现��

b) �x cos�+ �y sin�= 0,由于��= 0, 因此此式与(3) 联立解得�x = �y = 0,即滑冰者在原地

旋转,这是花样滑冰运动员经常表演的一种动作��

2) �= �0 = const � 0,
�
2
��

将( 15)代入( 7)的第 3式并考虑到 C2 之值可得

� � ��2 -
maV0

( C - A ) cos�0
��+ mga

( C - A ) sin�0
= 0, (21)

式中 V0 = �x 0cos�0+ �y sin�0�� 解上式有

� � ��1, 2 =
maV0

2( C - A ) cos�0
1 � 1-

4g( C - A) cos2�0
maV

2
0sin�0

,

当 �0 �
�
2
即 cos�0 � 0时应有 �� � 0, 因此上式根号前应取减号,所以

� � ��= �0 =
maV0

2( C - A ) cos�0 1- 1-
4g ( C - A ) cos

2
�0

maV
2
0sin�0

, (22)

使 ��有解的条件是:

� � 4g ( C - A ) cos2�0 � maV
2
0sin�0, (23)

如果 �0太小使上式不能成立, 这时滑冰者会倾倒�� (22) 式给出了滑冰者动角速度��与��0及质

心初速度 V0 之间的关系,可见要作曲线运动,滑冰者要向冰道内侧倾斜�� 积分(22) 有 �=

�0 t + �0,由(15) 式得 �= - m�0V0 = �0 = 常值,将 �与 �之值代入(7) 的前二式即可解出

� �
x = x 0 +

V0

�0
[ sin( �0t + �0) - sin �0] ,

y = y0 +
V0

�0
[ cos�0- cos( �0t + �0) ] ,

(24)

此时系统质心作圆周运动��

由以上分析可见,本文提出的滑冰模型是合理的, 它反映了滑冰运动的本质特征�� 当然实

际的滑冰运动是较为复杂的, 例如由于滑冰者四肢的运动, 图2中的 1、2、3轴可能不是系统的

主轴,则计算更为复杂,另外, 对于本文中两种定常运动稳定性及长期稳定性的分析,我们将另

文给出��
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Preliminary Analysis of Skating Motion

HU Hui

( Depa rtm ent of Mathem atics and Phy sics , Xiangtan Polytechnic Univer sity ,

Xian gtan , Hunan 411201, P R China )

Abstract: A mechanical model of skatingmotion was founded, and its solution was obtained by using

the Routh� s equations in nonholonomic dynamics. The two kinds of common, local meaning and scle-

ronomic motions were discussed in detail. The computational results turn out in good agreement with

observations.

Key words: nonholonomic dynamics; skating; scleronomic motion
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