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摘要:  提出了求解非线性动力系统正规形的复内积平均法,与传统的平均法相比, 其理论分析过

程具有更加简单的形式,易于编程实现, 可求到任意阶近似, 并统一了自治系统与非自治系统的求

解过程,最后求解一个例题来验证了该方法# 
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前   言

工程振动中的非线性振动问题,多数都是多自由度的[ 1, 2] , 由于非线性动力系统都不存在

理论的精确解, 因此,寻求其近似解法, 长期以来是科学家关心的焦点,其中降维与简化就是处

理非线性动力系统的关键理论之一# 

传统的实数平均法是将以位移为未知量的振动方程,化成以振幅、相位为未知量的标准方

程组, 分别求出振幅、相位的近似表达式,从而得到近似解[ 1~ 4] ;而在复内积平均法中, 用复变

量来同时表示振幅相位的信息,只需对复变量进行求解即可, 统一了自治系统与非自治系统,

以及共振与非共振的求解过程# 

正规形方法是利用近恒同的非线性变换将系统简化的方法,但当处理非自治系统时,需要

升维, 从而使计算复杂化,而用复内积平均法得到正规形的过程, 不需考虑是否为自治系统或

非自治系统# 求解过程计算简单, 易于实现计算机程序化# 虽在一般情况下,平均后的方程即

为正规形
[ 5]

,但是在有些情况下,用复内积平均法得到的正规形, 还可用 Poincar�_Birkhoff 正规

形理论进一步简化[ 4]# 算例表明本文建议的复内积平均法是十分有效的[ 1]# 

1  单自由度系统

现有单自由度振动方程

  &x + X
2
x = Ef ( vt , x , Ûx ) + F ( vt ) , (1)

其中 E为小参数, f 和F 为vt 的以 2P为周期的周期函数、x 的非线性多项式以及 E的解析

函数# 若无小扰动(既 E= 0) 项, 设 x
* 为对应 F( vt ) 的特解,则其派生方程解为:
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  x =
1
2
( z eiXt + �z e- iXt

) + x
*
, (2)

  Ûx =
i X
2
( z eiXt - �z e- iXt

) + x
* c, (3)

其中, z 为复常数,�z 为z 的共轭# 若考虑小扰动对振动规律的影响,则 z、�z 应为时间 t的慢变

函数# 将(2) 式对 t 微分后与(3) 式对比,则有

  Ûz eiXt + z
H
e
- iXt

= 0# (4)

将( 3)式对 t微分并与(2) 式代入(1) 式,则有

  Ûz eiXt - z
H
e- iXt

=
2Ef
i X

# (5)

由( 4)式、( 5)式解出

  Ûz eiXt = Ef
iX, (6)

  z
H
e- iXt

= -
Ef
i X

# (7)

取变换

  z = H + ER 1(H , �H , t ) + E2R2(H , �H , t ) + ,, (8)

  dH
dt = ES1(H , �H ) + E

2
S 2(H , �H ) + ,, (9)

上式中, Ri 为 t的以T = 2P/ X为周期的周期函数, S i中不显含 t ,且都是复数函数# 将 Ef / i X

展开写成下式

  Ef
iX

= E<1+ E2<2+ ,, (10)

<i 为在E= 0点展成台劳级数时 E的复系数# 

定义复空间的内积

  3p , q4=
1
tQ

t

0
p�qdt# (11)

将( 8)式两边对时间 t求导, 并考虑(9) 式得

  Ûz = E S1+
5R1

5 t
+ E2 S2+

5R 1

5H S 1+
5R1

5�H�S 1+
5R2

5t
+ E3+ ,# (12)

根据复内积的定义, 考虑( 6)式、( 10)式、( 11)式、( 12)式可得

  3S i + E
j+ k= i , j \0, k \0

5Rj

5H Sk +
5Rj

5�H�Sk +
5R i

5t , 14T = 3<i , eiXt4T , (13)

其中为了公式统一化,定义: R 0 = S0 S 0# 

当 t 取为一个周期T 时, 则 Rj 在此一个周期中内积为 0,故可得

  Si = 3<i , eiXt4T - E
j+ k= i, j \0, k \0

5R j

5H Sk +
5Rj

5�H�Sk ; (14)

当 t 取少于一个周期T 时,则 Rj 在此一个周期中内积不为 0,故可得

  Ri = t(3<i , eiXt4t ) - S i - E
j+ k= i, j \0, k \0

5R j

5H Sk +
5Rj

5�H�Sk # (15)

由( 14)式、( 15)式即可依次确定 Ri 和S i ,其中 i 从 1到 m,可求得任意的 m 阶近似# 

故复数形式的正规形为

  dH
dt

= E
m

i- 1
EiS i (H , �H ) ; (16)
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原方程的渐进解为

  x =
1
2
( z eiXt + �z e- iXt

) , (17)

  z = H + E
m

i= 0
E
i
R i (H , �H , t )# (18)

注:  在我们建议的复内积平均法中, 由于采取了复数的形式, 既包含了振幅的信息, 又包含了相位的信

息,故 Si (H , �H ) 对于共振、非共振情况均适用,因而不用再另设解的形式# 

2  多自由度系统的强迫振动

现有典则形式的多自由度非线性振动方程

  
dxs
dt = E

n

B= 1
AsBxB+ f s ( vt ) + EFs ( vt , x , E)   ( s = 1, 2, ,, n; q = n/ 2) , (19)

其中 AsB为常数; E为小参数; f s和Fs 为vt的以 2P为周期的周期函数、x 的非线性多项式以及E

的解析函数# 

方程组( 19)的派生系统为:

  
dxs
dt = E

n

B= 1
AsBxB+ f s ( vt ) , (20)

设其齐次部分

  
dxs
dt

= E
n

B= 1

AsBxB (21)

的特征方程只有简单的纯虚根 ? X1i, ,, ? Xq i# 

方程( 21)式对应于 Xi 的特解为:

  x si ( t ) = ( a sicosXit - bsisinXit ) + i( as icosXit + bsisinXit ) = Psie
iX

i
t
, (22)

其中 as i、bsi 为实数, Psi = a si + ibsi# 

假若函数 f s ( vt ) 满足(20) 式的通解为以 T = 2P/ v 为周期的周期性条件

  Q
T

0
E
n

s= 1
f s ( vt ) y sj ( t )dt = 0, (23)

则方程( 20)式将有周期特解 x
*
s ,其中

  y sj ( t ) = ( g sj cosXjt - hsj sinXjt ) + i( g sj cosXjt + hsj sinXjt ) = Csj e
iX

j
t

(24)

是和( 21)式共轭方程组

  
dys
dt + E

n

B= 1
ABsyB = 0 (25)

的特解# ( 25)式中 gsj、h sj 为实数, Csj = gsj + ih sj# 

由共轭方程组的解的性质,有

  E
n

s= 1
xs i ( t ) y sj ( t ) = const   ( i , j = 1, 2, ,, q )# (26)

当 i X j 时,

  E
n

s= 1
PsiCsj e

i( X
i
+ X

j
) t
= const, E

n

s= 1
Psi�Csj e

i( X
i
- X

j
) t
= const, (27)

可得
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  E
n

s= 1

PsiCsj = E
n

s= 1

Psi�Csj = 0; (28)

当 i = j 时,

  E
n

s= 1

PsiCsie
2iX

i
t
= const, E

n

s= 1

Psi�Cs i = const , (29)

可得

  E
n

s= 1
PsiCsi = 0, E

n

s= 1
Psi�Cs i = const# (30)

取变换

  x s = E
q

i= 1

1
2
( ziPsie

iX
i
t
+ �z i�Psie

- iX
i
t
) + x

*
s # (31)

当 zi = const时, 式(31) 为(20) 式的通解,将之代入(20) 式中,可得

  E
q

i= 1

i X
2
( ziPs ie

iX
i
t
- �z i�P sie

- iX
i
t
) = E

n

B= 1
AsBxB# (32)

当考虑非线性项的影响时,则 zi 应为时间t的慢变函数,即 zi = zi ( t ) , 对(19) 式取(31) 形式的

变换,并考虑到(32) 式,可得

  E
q

i= 1

1
2
(Ûz iPs ie

iX
i
t
+ z

H
i�Psi e

- iX
i
t
) = EF( vt , z ,�z , E)# (33)

有了( 28)、( 30)、( 33)后,以 Csi 和�Csi 分别乘(33) 式,再将 s 从 1到 n 求和,则可得方程(19) 式

的标准形式如下

  Ûz ieiXit = 2E
$i

E
n

s= 1
Fs�Cs i , (34)

  z
H
e- iX

i
t
=

2E
�$i

E
n

s= 1

FsCsi , (35)

  $i = E
n

s= 1

Psi�Csi   ( i = 1, 2, ,, q)# (36)

取变换

  z i = H i + ER i1(H , �H , t ) + E
2
R2i (H , �H , t ) + ,, (37)

  
dH i

dt
= ES1i (H , �H ) + E2S2i (H , �H ) + ,, (38)

上式中, R ji为 t 的周期函数, S ji中不显含 t ,且都是复数函数# 

将
2E
$i E

n

s= 1
Fs�Csi 展开写成下式:

  2E
$i

E
n

s= 1

Fs�Cs i = E<1i + E2<2i + ,, (39)

<ji 为在E= 0点展成台劳级数时 E的复系数# 

将( 34)、( 37)、( 39)代入复内积的公式( 11) ,可得

  3Sji + E
l+ k= j , l \0, k \0

5Rji

5H i
S jk +

5Rji

5�H i
�S jk +

5R ji

5 t , 14T = 3<ji , eiXit4T# (40)

Rji 和Sji 的确定与(14)、(15) 同,其中 i从 1到 m,可求得任意的 m 阶近似# 故复数形式的正

规形为
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dH i

dt
= E

m

j = 1

EjSji (H , �H ) ; (41)

原方程的渐进解为

  x s = E
q

i= 1

1
2
( ziPsie

iX
i
t
+ �z i�Psie

- iX
i
t
) + x

*
s , (42)

  z i = H i + E
m

j = 0
E
j
Rji (H , �H , t )   ( s = 1, 2, ,, n; i = 1, 2, ,, q )# (43)

3  例   子

现有Van de Pol系统

  &x + X2x = E(1- x
2
) Ûx# (44)

利用Maple程序进行推导,得其结果如下:

  S1 = -
1
8
H

2
�H +

1
2
H , (45)

  S2 = -
11
256
�H 2
H

3
+

3
16
H

2�H -
1
8
H i, (46)

  R1 = -
1
16
H�H 2e- 2i t

+
1
32
�H 3e- 4i t

+
1
16
H

3e2it -
1
4
�H e- 2i t i# (47)

下面将其化为实数的形式与传统的平均法结果作一比较# 

  z = aeiH, (48)

  a = y + EU1+ E2 ,, (49)

  H= ; + EV1+ E2 ,, (50)

将( 49)、( 50)代入( 48)并考虑到

  e
iEV

= 1+ iEV + E
2 , (51)

则可得  z = y ei ; + E( U1 + iyV1) e
i;
+ E2 ,# (52)

与( 8)作比较,可得

  H = ye
i ;
, (53)

  R1 = ( U1+ iyV 1) e
i ;# (54)

将( 53)两边对 t 进行微分,可得

  dH
dt

=
dy
dt

+ iy d ;
dt

ei;# (55)

将( 53)代入( 45)、( 46)、( 47)中,则得

  S1 = -
1
8 y

3
+

1
2 y e

i ;
, (56)

  S2 = -
11
256

y
5
+

3
16
y
3
-

1
8
y iei; , (57)

  R1 = -
1
16

y
3e- i ; e- 2it

+
1
32
y
3e- 3i; e- 4it

+
1
16

y
3e3i ; e2it -

1
4
ye- i; e- 2it i# (58)

分别比较( 54)、( 55)则可得

  dy
dt

= E -
1
8
y
3
+

1
2
y , (59)

  d ;
d t = E

2
-

11
256y

4
+

3
16y

2
-

1
8 , (60)

1234 正规形的复内积平均法



  U1 = -
y
4
sin 2( t + ; ) + y

3

32
sin 4( t + ; ) , (61)

  V1 = -
1
4

1 -
y
2

2
cos 2( t + ; ) +

y
2

32
cos 4( t + ; )# (62)

这与实数平均法所得的结果是一样的[ 1]# 

多自由度及其他系统的算例和计算机推导程序将另文发表# 
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Complex Inner Product Averaging Method for Calculating

Normal Form of ODE

CHEN Yu_shu,  SUN Hong_jun

( Depar tm ent of Mechan ics , Tianjin Univer sity , T ianjin 300072, P R China )

Abstract: This paper puts forward a complex inner product averaging method for calculating normal

form of ODE. Compared with conventional averaging method, the theoretic analytical process has

such simple forms as to realize computer program easily. Results can be applied in both autonomous

and non_autonomous systems. At last, an example is resolved to verify the method.

Key words: non_linear dynamic system; normal form; complex inner product averaging method
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