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摘要 :  目的是建立广义连续统场论的增率型功率和能率原理# 通过组合具有交叉项的增率型虚

速度和虚角度原理以及虚应力和虚偶应力原理提出了微极连续统场论中具有交叉项的增率型功

率和能率原理,并借助广义 Piola定理同时而且无需其它附加要求地推导出微极和非局部微极连续

统场论的所有增率型运动方程和边界条件以及能率方程# 类似地可以推导出微态连续统的相应

结果# 文中给出的结果是新的,并可作为建立广义连续统力学相关的增率型有限元方法的理论基

础# 
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引   言

经典连续统力学的虚功率和增率型虚功率原理以及增率型运动方程和应力边界条件已被

匡震邦[ 1]作过系统讨论# 

本文的目的有二:

1) 对极性连续统建立具有交叉项的增率型功率和能率原理;

2) 借助上述原理和广义 Piola原理同时而且无需其它附加要求地推导出极性和非局部极

性连续统的所有增率型运动方程和边界条件以及能率方程# 

本文是文献[ 2] ,同时也是文献[ 3]的继续# 除特别说明外均将直接沿用[ 2]的记法和符号# 

为方便起见,在推导时使用分量记法,并把最后结果用适合所有坐标系的不变性形式加以表示# 

1  微极连续统的增率型功率和能率原理

我们通过对文献[ 2]中( 2a)和( 2b)每项时间求导来公设微极连续统中具有交叉项的增率
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型虚速度 (Dv) 和虚角速度(Dr) 以及虚应力(Dt ) 和虚偶应力(Dm) 原理如下:

  d
dt Qv

D( QÛE) p dv =
d
dtQv

Q( f - Ûv)#Dvdv + d
dt Ra

�p ( n )#Dvda +

      d
dtQv

Q [ (1 - ÛR) + x @ ( f - Ûv ) ]#Drdv +

      d
dtRa

(�c ( n) + x @ �p ( n)
)#Drda (1a)

以及

  d
dt Qv

D( QÛE) c
dv =

d
d tQv

QD ( f - Ûv )#vdv +
d
dt Ra

Dp
( n )#�vda +

      d
dtQv

QD[ (1 - ÛR) + x @ ( f - Ûv ) ]#rdv +

      d
dt Ra

D( c ( n) + x @ �p ( n)
)#�rda# (1b)

通过对[ 2]中( 3)每项时间求导,我们即可得到微极连续统中具有交叉项的增率型功率和能率

原理如下:

  d
dt Qv

( QÛE)dv =
d
dtQv

Q ( f - Ûv )#vdv +
d
dtRa

( p
( n )#v)da +

      d
dtQv

Q[ (1- ÛR) + x @ ( f - Ûv ) ] #rdv +
d
dtRa

( c
( n)

+ x @ p
( n )

)#rda# (2)

这里等号右边的第 4项和第 6项是交叉项# 

2  微极连续统的增率型运动方程和边界条件以及能率方程

考虑到下列关系式

  d
dtQv

Q[ ( f - Ûv )#v ] dv = Qv
Q[ ( Ûf l - &v l ) vl + ( f l - Ûv l ) Ûv l ] dv , ( a)

  d
dtRa

( p
( n )#v)da =

d
dtRa

nktklv lda =
d
dtQv

( tkl , kv l + tklv l, k)dv =

      Qv

d
dt

( tkl , KXK, k) vl + t kl, kÛv l + Ût klvl , k + tkl
d
dt

( v l , KXK , k) +

      ( t kl, kv l + tklvl , k) vp , p dv =

      Qv
[ (Ûtkl , k - tkl , pvp , k + tkl , kvp , p) vl + t kl, kÛv l + Ût klvl , k +

      t kl (Ûv l , k - v l, pvp , k + v l, kvp , p ) ] dv =

      Qv
(Ûtkl , kvl + tkl , kÛv l + Ût klv l , k + Ût l , kÛv l , k)dv , (b)

  d
dtQv

Q[ ( l - ÛR)#r ] dv = Qv
Q[ (Ûl l - &Rl ) rl + ( ll - ÛRl ) Ûrl ] dv, ( c)

  d
dt Qv

Qx @ ( f - v
#
)#rdv = Qv

Elmn Q [ vm(f n - v
#

n) + xm( Ûf n- &vn ) ] r l +

      xm(f n - v
#
n) r

#
l dv , (d)

  d
dtRa

c
( n)#rda = Qv

( m
#

kl , krl + mkl, kr
#
l + m

#
klrl , k + mkl r

#
l, k) dv , ( e)

  d
dtRa

( x @ p
( n)

)#rda = Qv
Elmn [ ( t

#
mn + tmnv p , p ) + xm t

#
kn, k + vmtkn, k ] rl +
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      ( tmn+ xmt kn, k) r
#
l + ( vmtkn + xmt

#
kn) rl , k + xmt kn r

#
l, k dv ( f )

并把它们代入( 2) ,则有

  d
dtQv

( QE
#
)dv = Qv

[ Q (f l - Ûv l ) + t kl, k ] v
#
ldv + Qv

[ Q (Ûf l - &v l ) + Ût kl, k ] v ldv +

      Qv
[ Q( ll - R

#
l ) + mkl, k + Elmntmn] + Elmnxm [ Q ( f n - v

#
n ) + tkn, k ] r

#
ldv +

      Qv
[ Q( l

 #

l - &Rl ) + m
#

kl , k + Elmn (Ûtmn + tmnvp , p ) ] +

      Elmnvm [ Q (f n - v
#

n) + t kn, k ] + Elmnxm [ Q (Ûf n - &vn) + Ût kn, k ] rldv +

      Qv
(Ûtklv l, k + tkl v

#
l, k + m

# *
klr l, k + m

*
kl r

#
l , k)dv, (3)

这里

  t
#
kl , k = t

#
kl , k - tkl , pv p , k + tkl , kv p , p , (4a)

  v
#
l , k = v

#
l , k - v l , pvp , k + v l , kvp , p , (4b)

  m
#

kl, k = m
#

kl , k - mkl, pvp , k + mkl, kvp , p , (4c)

  r
#
l, k = r

#
l , k - r l, pvp , k + tkl , kvp , p , (4d)

  m
# *

kl = m
#

kl + Elmn( vmtkn + xmt
#
kn)# (4e)

由( 3)并利用类似在[ 2]中给出的那样广义 Piola定理,则得

  Q (f l - v
#

l ) + tkl , k = 0             在 v 内, (5)

  Q ( ll - R
#
l ) + mkl, k + Elmntmn = 0 在 v 内, (6)

  Q ( Ûf l - &v l ) + t
#
kl , k = 0 在 v 内, (7)

  Q (Ûl l - &Rl ) + m
#

kl, k + Elmn (Ûtmn + tmnvp , p ) = 0 在 v 内, (8)

  Q&El = t
#
klv l, k + tkl v

#
l, k + m

# *
klr l, k + m

*
kl r

#
l , k 在v 内, (9a)

或

  Q&El = t
#
klv l, k + tklv

#
l , k + m

# *
kl rkl + m

*
klr

#
l , k 在v 内, (9b)

这里

  t
#
kl = t

#
kl - tp lv k , p + tklvp , p , (10a)

  m
#

kl = m
#

kl - mplv k, p + mklv p , p , ( 10b)

  m
# *

kl = m
#

kl - Elmn( xmt
#
kn + vmt kn) , (10c)

  m
*#
kl = m

*#
kl - m

*
plvk , p + m

*
klvp , p , ( 10d)

而且容易证明

  t
#
kl , k = t

#
kl , k , (11a)

  m
#

kl, k = m
#

kl , k# ( 11b)

( 5)、( 6)以及( 7)、( 8)和( 9a)、( 9b)就是微极连续统的运动方程以及增率型运动方程和能

率方程# 

现在我们来推导微极连续统的所有增率型边界条件如下:

由( 2)和( 9b)可得

  d
dt Qv

( QE
#
)dv = Qv

( t
#
klv l, k + tklv

#
l , k + m

*
kl rl , k + m

*
kl r

#
l, k )dv =
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      Ra
nk( t

#
klv l + tklv

#
l + m

#
klrl + m

*
klr

#
l )da -

      Qv
( t

#
kl , kv l + tkl , kv

#
l + mkl, krl + m

*
kl , kr

#
l ) dv =

      Qv
Q[ ( Ûf l - &v l ) v l + (f l - v

#
l ) v

#
l ] dv +

d
dt Rat

p
- ( n)

l v lda +

      d
dtRa

v

p
( n)
l �v lda +Qv

Q[ ( l
#

l - &Rl ) rl + ( l l - R
#
l ) r

#
l ] dv +

      d
dtRam

(�c ( n)
l + Elmn xm�p

( n)
n ) rld a +

d
dtRar

( c
( n)
l + Elmn xm p

( n)
n )�r lda, (12a)

或

  Qv
[ Q ( Ûf l - &v l ) + t

#
kl , k ] v l + [ Q( f l - v

#
l ) + t kl, k ] v

#
l dv +

      Qv
[ Q ( l

#

l - &Rl ) + m
# *

kl, k ] rl + [ Q( ll - R
#
l ) + m

*
kl , k ] r

#
l dv +

      Rat
[ p
H( n)
l + �p ( n)

l ( vp , p - vp , rnpnr ) ] - nk t
#
kl vlda +

      Rav
p

( n)
l [ v

H
l - vl ( vp , p - vp , rnpnr ) ] - nktklv

#
l da +

      Ram
[ c
H( n)

l + Elmn( vm�p
( n)
n ) + (�c

( n)
l + Elmnxm�p

( n)
n ) @

      ( vp , p - vp , rnpn r) ] - nk m
# *

kl rlda +

      Rar
( c

( n)
l + Elmnxmp

( n)
n ) [ r

H
l + �rl ( vp , p - vp , rnpn r) ] - m

*
kl r

#
l da = 0# ( 12b)

这里我们利用了下列熟悉的关系式:

  d
dt

( da) = ( v p , p - v p , rnpnr) da# (13)

把( 5) ~ ( 8)代入( 12b) ,即可得到增率型应力和偶应力以及速度和角速度边界条件如下:

  p
H( n)

l = nkt
#
kl - �p

( n)
l ( vp , p - vp , rnpnr ) = nkt

#
kl + tkl ( ( vp , k) nknr - v p , k) np ,

  �p ( n)
l = nkt kl                    在 at 上, (14a)

和

  c
H( n)

l = nkm
#

kl - �c
( n)
l ( vp , p - vp , rnpn r) = nkm

#
kl + mkl ( vp , rnknr - vp , r ) np ,

  �c ( n)
l = nkmkl 在am上, ( 14b)

以及

  v
H

l = v
#

l ( vp , p - vp , rnpnr) ,

  �v l = v l 在av 上, (15a)

和

  r
H

l = r
#
l - rl ( vp , p - vp , rnpnr ) ,

  �r l = rl 在ar 上# ( 15b)

为方便和完整起见, 我们把上面推导出来的微极连续统的结果用适合所有坐标系的不变

性形式汇总如下:

1) 运动方程:
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  Q ( f - v
#
) + #̈t = 0 在 v 内, (5)

  Q ( l - ÛR) + #̈m+ E: t = 0 在 v 内; (6)

2) 增率型运动方程:

  Q ( f - &v ) + #̈Ût = 0 在 v 内, ( 7 )

  Q ( l - &R) + #̈m
#
+ E: [Ût + t ( #̈v) ] = 0 在 v 内; (8)

3) 增率型应力和偶应力边界条件:

  p
H( n)

= n#Ût + t
T#[ nn#( v̈) - ( ¨v) ]#n 在a t上, (14a)

  c
H( n)

= n#m
#
+ m

T#[ nn#( ¨v) - ( ¨v) ]#n 在am上; ( 14b)

4) 增率型速度和角速度边界条件:

  v
H
= v

#
- v[ ( #̈v ) - n#( v̈ )#n] 在 av 上, (15a)

  r
H
= r

#
- r[ ( #̈v) - n#( ¨v)#n] 在 ar 上; ( 15b)

5) 增率型能率方程:

  Q&E= Ût B ( v̈ ) + Ût B( v̈
#
) + m

# * B( r̈ ) + m
* B ( r̈

#
) (9a)

    = Ût B ( v̈ ) + t B( v̈) + m
# * B( r̈ ) + m

* B ( r̈
#
)   在 v 内# (9b)

3  非局部微极连续统的增率型运动方程和能率方程

对( 3)进行局部化,我们可以立即而且很自然地得到以不变性形式表示的非局部微极连续

统的运动方程以及增率型运动方程和能率方程如下:

1) 运动方程:

  Q( f - v
#
) + #̈t = - Qf̂ , (16)

  Q( l - ÛR) + #̈m + E: t = - Ql̂ ; (17)

2) 增率型运动方程:

  Q( f
#

- &v) + #̈Ût = - QÛf
C

, (18)

  Q( l#- &R) + #̈m
#
+ EB [Ût - t ( #̈v) ] = - Q(Ûl

C

- x @ Ûf
C

- v @ f̂ ) ; (19)

3) 增率型能率方程:

  Q&E= Ût : ( v̈
#
) + t : ( ¨v

#
) + m

# *
: ( r̈ ) + m

*
: ( r̈

#
) -

      Q[ f̂#Ûv + Ûf
C

#v + ( l̂ - x @ f̂ )#r
#
+ (Ûl

C

- x @ Ûf
C

- v @ f̂ )#r ] ; (20)

4) 非局部剩余的要求条件:

  Qv
Q ( f̂ , Ûf

C

, l̂ , Ûl
C

)dv = 0, (21)

这里, f̂、Ûf
C

、̂l 和Ûl
C

分别为体力、体力率、体力偶和体力偶率密度非局部剩余# 

4  结   语

1) 我们在文献[ 3]直接推导出的微极连续统的增率型运动方程与应力和偶应力边界条件

以及速度和角速度边界条件与本文分别从虚速度和虚角速度原理( 1a)以及虚应力和虚偶应力

原理( 1b)得到的结果相同# 

2) 另外,非局部连续统的完整结果( 16) ~ ( 21)只能通过局部化给出# 这些事实恰好说明

本文提出的有关广义连续统的具有交叉项的增率型功率和能率原理是更为普遍的# 
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3) 类似前面对微极连续统所作的工作那样, 也可提出微态连续统的增率型功率和能率原

理并导出所有相应的增率型运动方程、能率方程和边界条件# 

4) 这里要着重指出的是本文提出的带有交叉项的增率型功率和能率原理以及推导出的

结果都是新的, 而任何不带交叉项的增率型功率和能率原理都不可能是完整的# 

致谢  对作者在德国卡塞尔大学力学研究所合作期间 P. Haupt教授的热情友好接待表
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New Principles of Power and Energy Rate of Incremental

Rate Type for Generalized Continuum

Field Theories

DAI Tian_min

( Cent er for the Applicati on of Mathemati cs and Depertm ent of Mathem atics ,

L ia oning Un iver sity , Shenyang 110036, P R China )

Abstract: The aim of this paper is to establish new principles of power and energy rate of incremental

type in generalized continuum mechanics. By combining new principles of virtual velocity and virtual

angular velocity as well as of virtual stress and virtual couple stress with cross terms of incremental

rate type a new principle of power and energy rate of incremental rate type with cross terms for m-i

cropolar continuum field theories is presented and from it all corresponding equations of motion and

boundary conditions as well as power and energy rate equations of incremental rate type for micropo-

lar and nonlocal micropolar continua with the help of generalized Piola. s theorems in all and without

any additional requirement are derived. Complete results for micromorphic continua could be similarly

derived. The derived results in the present paper are believed to be new. They could be used to estab-

lish corresponding finite element methods of incremental rate type for generalized continuum mechan-

ics.

Key words: generalized continua; incremental rate type; principles of power and energy rate; gener-

alized Piola theorem
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