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薄壳小挠度屈曲方程的加权解法
�
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(周承倜推荐)

摘要 : � 基于薄壳小挠度屈曲方程, 提出了一种求临界载荷解析表达式的加权解法�� 在复杂边界

条件下, 小挠度屈曲方程的解析解仍然是一个难点�� 以轴对称屈曲问题为例, 从方程中找出临界

载荷的影响因素,加权平均得到临界载荷, 再用特例解确定影响系数�� 这一方法利用特殊问题的

已知解来求一般问题的解析解,简化了求解过程 ,拓宽了解决问题的范围; 其计算结果与利用 Algor

有限元程序得到的数值解一致��
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引 � �言

薄壁壳体结构在工程中有很多应用��地下管道、潜水器外壳等受外压的壳体,除了要考虑

在工作压力下的强度设计外,还要考虑外压下的屈曲失稳问题; 这方面人们已做了大量的实

验
[ 1, 2]
和数值

[ 3]
研究,理论方面目前也已发展到中厚度各向异性材料层合结构屈曲

[ 4]
以及塑

性屈曲
[ 5]
等��理论解可以对屈曲问题的实质进行深入的研究,但由于数学求解上的困难,往往

只能解决比较简单的问题,对复杂一些的问题无法求解或者解的形式非常复杂,如 Fourier级

数
[ 6]
或幂级数

[ 7] ��由于很多工程应用都是均匀外压下的轴对称结构, 因此轴对称问题
[ 4, 5, 8, 9]

仍是目前研究的主要内容��本文以轴对称圆柱壳为例, 分别研究了薄壳在固支和简支边界条

件下小挠度屈曲方程的简化解法, 从方程中找出临界载荷的影响因素,通过数值解确定影响系

数,从而可以利用特殊问题的已知解来求解一般问题��

1 �引 � �例

壳体的经典小挠度屈曲理论的基本微分方程为
[ 10]

:
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其中 �
( 0)
x 、�

( 0)
xy 、�

( 0)
y 为初始薄膜应力, w 为屈曲挠度, E为弹性模量, D为弯曲刚度, h为壳的厚
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度, �x、�y 为x、y 方向的曲率��

考虑如下问题:两端固支半径为 R 的圆柱壳受均匀横向外压q 的作用�� 假定屈曲前处于

无矩状态, 且仅有周向应力 �(0)y = - qR / h,屈曲基本微分方程可写为: (坐标系取圆柱壳的轴

向为 x ,周向为 y )

� � D
h
� 8

w +
E
R

2
�4w
�x 4 +

qR
h
� 4 �2w
�y 2 = 0, (2)

边界条件:

� � x = 0, L : w = 0,
�w
�x = 0�� (3)

假设满足边界条件的屈曲挠度函数为:

� � w = A cos 2�x
L

- 1 sin ny
R

, (4)

代入方程( 2)整理得

� � q -
(1+ �

2
)
2
�

12(1 - �2)
+

�
4

(1 + �2) 2�
Eh

2

R
2 cos 2�x
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其中 � � �= 2�R
nL

, �=
n
2
h

R
��

上式为关于 x 的函数等式,令常数项和 cos(2�x / L ) 系数项分别为 0,可得:

� � q0 =
Dn

2

R
3 , q 1 =

(1+ �2) 2�
12(1 - �2)

+
�4

(1+ �2) 2�
Eh

2

R
2�� (6)

引入权值 �,令原来问题的解为: q = �q0+ (1- �) q1,无量纲化为

� � �q =
qR

2

Eh
2, �q = ��q0 + (1 - �) �q1�� (7)

要确定其中的 �,可将一组测试或数值计算得到的特例结果(临界载荷 �q cr 和周向波数 n )

代入即可求得, 也就是根据特例解来确定一般问题的解 �� 我们利用 Algor 有限元程序的计算

结果求得 �= 0�6,代入得 :

� � �q = 0�6�q 0+ 0�4�q1, (8)

由此再求其最小值即为临界载荷 �q cr�� 由于 n 为整数, 对任意具体问题,只要将 n = 1, 2, 3, �
分别代入, �q最小值即为�q cr�� 这样我们就得到了固支边界条件问题的临界载荷�� 这一结果与

Algor有限元程序数值解比较如表 1, 可以看出二者接近程度相当好, 且适用范围宽, 至少在

L / R = 1 ~ 20内都是有效的, 实际上 L / R = 20已属长壳��

由于 �q 是�和�的函数,而 �和�则与壳体几何参数R、L、h有关,所以 �q 也是R、L、h的函

数�� 此外,从( 6) 式可看出, �q 0为无限长壳的临界载荷,即无边界效应的均匀压缩屈曲临界载

荷; �q 1为纵向屈曲半波数为2的临界载荷,这两种因素在本例中都有体现�� 对无限长壳,此时

有 �= 0, �q 1 = �q0,由(8) 式可得, �q = �q 0,因此(8) 式覆盖了极限情况��

2 �加权方法的一般解法

通过以上例子, 可以把这一解法总结如下:

轴对称问题中有 �
(0)
xy = 0,由(1) 式可得轴对称问题屈曲基本微分方程,即:
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由于方程中不含有奇次偏导数,故可用分离变量法,假设满足给定边界条件的屈曲挠度函

数,其一般形式可写为:

� � w = f ( x ) sin
ny
R
�� (10)

一般情况下 f ( x ) 很难满足(9) 式这一八阶微分方程�� 将(10) 代入(9) , 整理得到关于 x

的函数等式�� 令其中的同类项系数分别为零,得到关于 �q 的n + 1个值 �q0, �q 1, �q 2, � , �qn ,引入

权值 �0, �1, �2, � , �n �
n

i = 0
�i = 1 �� 令原来问题的解为:

� � �q = �
n

i= 1

�i�q i�� (11)

要确定权值 �0, �1, �2, � , �n ,可将 n 组测试或数值计算得到的特例问题的结果 �qicr, ni 代

入加上�
n

i= 0

�i = 1的条件,解关于 �i = n + 1阶线性方程组即可得到 �i�� 由于 n为整数,对任

意具体问题,只要将 n = 1, 2, 3, � 分别代入, �q 最小值即为�q cr��

讨论

1�式( 10)中的 �q 0, �q1, �q2, � , �qn 可以看作屈曲临界载荷的影响因素�� 这些因素在屈曲中
都有体现, 其比重大小由 �i 决定;理论上, 从长壳到短壳 �i 应取不同的值, 但从引例及后面的

算例可以看出, 由若干特例算得的 �i 在相当宽的范围内都是适用的��

2�在假设 f ( x ) 时,一般来说边界条件应首先满足�� 进一步也可以考虑载荷的因素�� 比

如可以借用材料力学中梁的弯曲挠度函数作为 f ( x )�� 这样做有一定的合理性, 因为屈曲以

后,壳上每一点在径向的移动更自由了, 也就是说, 在纵剖面上, 壳的变形接近于梁的变形��

不过复杂载荷下,壳的前屈曲将不能再当作无矩状态,小挠度屈曲方程不再适用, 上述解法误

差可能会增加, 这些可以作进一步的研究��

3�对非轴对称的一般问题, 上述解法也有参考意义, 不过屈曲挠度函数要假设为一般形

式的 f ( x , y ) ,求解过程一样,结果将复杂一些��

3 �算 � �例

前面作为引例我们已经计算固支边界条件下圆柱壳的临界载荷,作为对上述方法应用的

拓宽,下面再来求简支边界条件的临界载荷��

基本方程同式( 2) ,简支边界条件为:

� � x = 0, L : w = 0,
�2w
�x2

= 0��

假设满足简支边界条件的屈曲挠度函数为:

� � w = c1sin
�x
L

+ c2sin
2�x
L

+ c3sin
3�x
L

sin
ny
R

, (12)

代入方程( 9)可解出 �q 1, �q 2, �q3 都是 �和 �的函数( �= �R / nL , �= n
2
h/ R)

且� � � �q1 = �qg ( �, �) , �q 2 = �qg (2�, �) , �q 3 = �qg (3�, �) ,

其中 � � �qg( �, �) =
(1 + �2) 2�
12(1- �2)

+
�4

(1+ �2) 2�
��

以下步骤同前面一样��结果列于表 2中, 可见比文献[ 10]中的结果 �q = (1 + �2) 2�/ 12(1

- �2) + �4/ (1 + �2) 2�更接近数值解��
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表 1 固支边界数值解与加权解比较

L / R 数值解 �qcr 加权解 �qcr 误差 E/ ( % )

20 0�017 34 0�016 60 - 4�2

10 0�037 15 0�036 58 - 1�5

5 0�059 92 0�063 46 5�6

2 0�150 80 0�160 20 6�3

1 0�365 80 0�387 40 7�1

表 2 简支边界加权解、文献解与数值解比较

L / R 数值解 �q cr 文献[ 10] 解 �q cr 误差 E/ ( % ) 加权解 �qcr 误差 E/ ( % )

20 0�016 32 0�015 28 - 6�4 0�016 36 0�3

10 0�030 96 0�019 25 - 38 0�030 96 0�0

5 0�051 56 0�041 36 - 20 0�054 00 4�8

2 0�137 46 0�107 30 - 22 0�137 46 0�0

1 0�291 96 0�249 30 - 14 0�328 65 12

� � 注:以上数值解的圆柱壳模型计算参数为:半径 R = 68 mm, 厚度 h = 2�7 mm ,弹性模量 E = 70 GPa�� 是

利用Algor 有限元程序计算的��

4 �结 � �语

本文讨论的小挠度屈曲方程的加权解法的基本思想就是从基本微分方程中寻求临界载荷

的影响因素,将这些影响因素加权平均作为临界载荷, 再利用若干特例解, 确定权值��这种方

法利用特殊的简单问题的解来求解一般的复杂问题, 简化了求解过程,拓宽了解决问题的范

围;并且分别将引例中固支边界条件问题与算例中简支边界条件问题的计算结果与利用 Algor

有限元程序数值解相比得到较好的一致性,从而可以说明本文提出的方法是可靠的,并具有一

般性,可为薄壳结构临界载荷的求解提供一种有效的参考方法��
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Weighted Solution of Small_Deflection Buckling

Equation of Thin Shell

WANG Zong_li, �WANG Xi, �HAOWen_hua
( Depar tment of En gin eer in g Mechanics , Shan ghai Jiaotong

Un iver sity , Shan gha i 200240, P R China )

Abstract: Based on small_deflection buckling equation, a weighted solution for critical load is pre-

sented. Usually, it is very difficult to solve the equation for general problems, especially those with

complicated boundary conditions. Axisymmetric problem was studied as an example. Influencing fac-

tors were found from the equation and averaged as the buckling load by introducing weights. To deter-

mine those weights, some special known results were applied. This method solves general complicat-

ed problems by using the solutions of special simple problems, simplifies the solving procedure and

expands the scope of solvable problem. Compared with numerical solution, it also has fine precision.

Key words: shell; buckling; critical load; weighted average
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