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摘要 :  通过复变函数论的方法, 对复合材料的圆盘状裂纹的轴对称性扩展问题进行研究# 采用

自相似方法,并根据任意的自相似指数的断裂动力学问题,进行自相似求解, 导出解析解的一般表

示# 应用该法可以迅速地将所论问题转化为 Riemann_Hilbert 问题, 并可以相当简单地得到问题的

闭合解# 利用这些解并采用叠加原理,就可以求得任意复杂问题的解# 
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引   言

大量的复合材料在宏观上可看作是正交异性材料,由这些复合材料组成的层状材料、组合

材料、及各类结构易出现圆盘形裂纹、微观裂纹,裂纹逐渐扩展并导致结构失稳,丧失结构的承

载能力,因此研究圆盘形裂纹的扩展问题具有重要意义# 对这类静力学问题已有许多人进行

了研究,但这一类动力学问题, 由于数学上的困难, 人们研究得还远远不够深入# 文献[ 1~ 3]

虽对圆盘形裂纹进行了研究, 但研究的是非复合材料, 且受到非均匀内部压力作用# 本文对平

面问题的扩展裂纹的断裂动力学问题进行了深入研究, 利用复变函数论的方法给出解的一般

表示# 应用该法可以很容易地将所论问题转化为 Riemann_Hilbert问题,而后一问题容易用通

常的Muskhelishvili方法
[ 4]
求解# 本文应用该法对阶梯载荷等情况下的扩展裂纹问题给出解的

表示# 

1  正交异性体弹性动力学方程及推导

利用轴对称与平面问题之间的旋转迭加关系,对具有任意自相似指数的空间轴对称弹性

动力学问题在引入自相似函数后, 将文献[ 5]各向同性平面问题的自相似解推广到轴对称问

题之中去, 推导出了用自相似函数表达的解的一般公式# 应用这些公式可以简单而有效地得

到轴对称自相似问题的闭合解, 利用这些解应用迭加原理就可以求得任意复杂轴对称问题的

解# 本文对不同情况进行研究,并利用广义函数求得了解# 用脚标表示与轴对称相应的二维

问题的量,则由旋转迭加得
[ 6]

:
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  u = Q
2P

0
u0( r cosH, z ) cosHdH, v = Q

2P

0
v0( r cosH, z )dH,  u0 S 0, (1)

  
Rr = Q

2P

0
Rox - 2L

5u0

5x sin2H dH,

RH = Q
2P

0
Rox + 2L

5 u0

5x sin2H dH,
(2)

  Rz = Q
2P

0
Roz dH, Srz = Q

2P

0
Soxz cosHdH,  Srz = Sz H = 0, (3)

其中 x = r cosH# 我们取

  Fk =
r cosH#t - iz t

2
- c

- 2
k ( r

2cos2H+ z
2
)

r
2cos2H+ z

2   ( k = 1, 2) , (4)

式中: c1、c2 是纵、横波速,且 c1 > c2# 

在 xoz 平面以Fk为变量的任意解析函数的实部及虚部都满足波动方程# 这表明当轴对称

问题是齐次或者经过有限次求导或积分后是齐次时,其相应的平面问题可用函数不变解方法

求解,该解可以从单一复变量的解析函数理论推广到 Riemann_Hilbert边值问题# 下面我们导

出一些简单而实用的自相似公式# 

11 应力是齐次
将文献[ 1]给出的解代入( 3)式得:

  
Rz = LReQ

2P

0

c
2
1

c
2
2
[ f 1(F1) + f 6(F2) ] - 2f 6( F1) + 2f 2(F2) dH,

Srz = LReQ
2P

0
[ 2f 3( F1) + f 4( F2) + f 5( F2) ] dH,

(5)

其中 f 1 ~ f 6 的 4个方程同文献 [ 5] 中的 (1121) , 而 u、v 可类似得到 (见该文献 [ 5] 中的

(1119) )# 

21 位移是齐次
当位移是齐次时,根据文献[ 1]及( 1)、( 3)式得:

  u = ReQ
2P

0
[ f 1(F1) + f 2(F2) ] cosHdH, v = ReQ

2P

0
[ f 3(F1) + f 4(F2) ] dH, (6)

  Rz = LReQ
2P

0

( c
- 2
2 - 2F21) c

- 2
1 - F21

F1( zF1 - r cosH c
- 2
1 - F21 )

f
c
1 ( F1) +

      
2F2 c

- 2
2 - F22

zF2- r cosH c
- 2
2 - F22

f
c
2 (F2) dH, (7)

  Srz = LReQ
2P

0

2( c- 2
2 - F21)

zF1 - r cosH c
- 2
1 - F21

f
c
1 (F1) +

      
c
- 2
2 - 2F22

zF2- r cosH c
- 2
2 - F

2
2

f
c
2 (F2) cosHdH# (8)

31 位移势是齐次
当位移势是齐次时, 采用上面类似的方法得出 u、v、Rz、Srz ,这里不再赘述# 

可见无论应力、位移、位移势是齐次时,轴对称问题都仅包括二个未知的复变函数# 现考

虑如下函数:
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d
k
f s ( r)

dr
k

d
e
f g ( t )

dt
e , f i ( N) =

0,   N< 0,

N,   N> 0,
(9)

式中 k、s、e、h为任意正整数# 由于以 r、t为变量的函数一般可表示为(9) 式的线性组合来一

致逼近,因而若能求解端点以常速运动的具有(9) 式形式的载荷或位移问题的解有原则上的

意义, 复杂条件下弹性动力学轴对称问题的解可通过叠加得到 # 现引入线性微分算子及反

演:

  L =
5m+ n

5 rm5 tn
= cosHLc  反演为  Lc =

5m+ n

5xm5t n
# (10)

上式中负导数表示积分, 其绝对值表示积分的重数,零导数表示函数本身# Lc为平面上的

算子# 容易证明[ 7, 8] ,必存在 m、n ,使(10) 中的L 作用于(1)、(3) 式后得:

  
Lv = Q

2P

0
cosmHLcv0dH, Lu = Q

2P

0
cosmHLcu0dH,

LRz = Q
2P

0
cos

m
HLcRozdH, LSzr = Q

2P

0
cos

m+ 1
HLcRoxz dH,

(11)

上面式中 m = k - s、n = e - g 为自相似指数# 由 Lc性质可知:

当Lu、Lv 是齐次时, 只需将 u、v、Rz、Rr 换作 Lu、Lv、L Rz、LRr, 则式( 5) 仍然成立# 

当LRz、LRr 为齐次时,只需将 u、v、Rz、Rr 换作 Lu、Lv、L Rz、LRr ,则式(6) ~ (8) 仍然成立# 

这样对于具有任意自相似指数的空间轴对称问题都可用本文公式来求解,为了更进一步

研究,将条件简化为 z = 0、Srz = 0的问题,然后将(10) 和(11) 式代入(5) ~ ( 8) 式,很容易得

出如下的一般结论:

  R
0
z =

L
c
- 2
2
ReQ

2P

0

( c
- 2
2 - 2F21)

2

zF1- r cosH c
- 2
1 - F21

Wc(F1) +

      
4F22( c

- 2
2 - F22)

zF2- r cosH c
- 2
2 - F22

Wc( F2) cosmHdH, (12)

  S0rz =
L
c
- 2
2
ReQ

2P

0

2F1( c
- 2
2 - 2F21) c

- 2
1 - F21

zF1- r cosH c
- 2
1 - F

2
1

Wc(F1) -

      
2F2( c

- 2
2 - 2F22) c

- 2
2 - F22

zF2- r cosH c
- 2
2 - F22

Wc(F2) cosm+ 1HdH, (13)

  
u
0
= ReQ

2P

0
[ U1( F1) + U2(F2) ] cos

m+ 1HdH,

v
0
= ReQ

2P

0
[ V1(F1) + V 2( F2) ] cos

mHdH# 
(14)

式中 U1、U2、V1、V2 与 Wc之间的关系见文献[ 5] 中的(1132) 式,因而(12) ~ (14) 中仅有一个

未知函数 Wc# 

当Lu、Lv 是齐次时, 令

  u
0
= Lu, v

0
= Lv, R0z = LRz , S

0
rz = LSrz , (15)

当LRz 为齐次时,令

  u
0
=

5
5 tLu, v

0
=

5
5 tLv , R

0
z =

5
5 tLRz , S

0
rz =

5
5 tLSrz# (16)

当位移势是齐次时, 令
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  u
0
= Q

2P

0
udt , v

0
= Q

2P

0
vdt , R0z = Q

2P

0
Rz dt , S

0
rz = Q

2P

0
Srz dt# (17)

在 z = 0上, F= F1 = F2 = t / r cosH, 而后我们取 N= F
2
, 那么在 z = 0 上将有 N=

t
2
/ r

2
cos

2
H、N0 = t

2
/ r

2
,将之代入(12) ~ (14) 式后则得到用单一自相似函数表达的解:

  

v
0
= N0ReQLN

W( N)#( N0/ N) m/ 2
dN

N N- N0
,

R0z = -
2Lc

2
2

r
ReQLN

R ( N) Wc( N)

c
- 2
1 - N

#( N0/ N) m/ 2 dN
N- N0

,

(18)

  R( N) = ( c
- 2
2 - 2N) 2+ 4N c

- 2
1 - N c

- 2
2 - N, (19)

这里: R( N) 是Rayleigh函数# 

图 1  圆盘形积分线路示意图

我们还引入了应力自相似函数

  

Fc( N) = R ( N)

c
- 2
1 - N

Wc( N) ,

R0z = -
2Lc22
r

ReQLN
Fc( N) @

   ( N0/ N)
m/ 2 dN

N N- N0
# 

(20)

对于( 20)式中的积分路线 LN如图1所示,我们规定 c
- 2
1 - N、 c

- 2
2 - N取算术根,在 Ny 0时

有 N- N0 = iN0,则(18)、(20) 式中的积分在去掉沿实轴正向的切口后是解析的# 下面我们

应用这些公式求解受阶梯载荷的圆盘状运动裂纹# 

2  阶梯载荷作用下问题的解

假定在 t = 0时复合材料包含一圆盘状裂纹,在 z = 0平面上以速度 V(小于声速) 开始轴

对称扩展,且中心在坐标原点# 裂纹面受到沿圆盘状裂纹径向方向上以 A< V 速度运动的轴

对称阶梯载荷,载荷大小为- p、- q# 当 t < 0时,半平面静止,然后裂纹开始扩展,问题的边

界条件如下:

  
Rz = - p , r < At ; Rz = - q , At < r < Vt ,

v = 0, Vt < r ; Srz = 0, z = 0# 
(21)

当 z = 0时,在所有 r 上有 Srz = 0, 则(21) 式可用广义函数论[ 7] 改写为:

  
Rz = - p + ( p - q)H( r 2- A2 t 2) ,   N0 > V

- 2
,

v = 0, N0 < V
- 2# 

(22)

利用对称性、无穷远条件及裂纹尖端的奇异性[ 8, 9] 可知, 在复平面区间上LN必为纯实量# 

即 ImN= 0,式中H 为阶跃(Heavyside) 函数,本问题应力是齐次, 因而有:

  R0z = - ( p - q )2tA2#D( r2- A2 t 2) =

      - 2A
2
t
- 1
( p - q) D( N

- 1
0 - A

2
)   N0 < V

- 2
, (23)

这里 D为(Dirac) D_函数,利用 D_函数的性质[ 7]
, 由(23) 式可得:

  R0z = Re
- 2( p - q ) N0
Pt ( A- 2

- N0)
i =

2( p - q ) N0
t

D( N0- A- 2
)   N0 < V

- 2# (24)

由 D_函数的性质可知,只需满足下述二个条件则边界条件一定满足, 首先: 当 N0 > V
- 2
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时, f ( N0) 无奇点且 Imf ( N0) = 0# 其次:当 f ( A- 2
) = p - q 时,我们选取 015R0zrN1/ 20 = Re[ i #

f ( N0)P
- 1
( N0- A

- 2
)
- 1
] ,则边界条件必然满足, 这就使R

0
z脱出了(24) 式的约束# 本问题中的自

相似指数 m = 0,由(20) 式,并利用裂纹尖端的奇异性, 注意到 N0 > V
- 2时取两个不同的常数

值,因而可唯一确定 Fc( N) 解的形式为:

  Fc( N) = R ( N)

c
- 2
1 - N( V- 2

- N) 2
A +

B
P( N0- A- 2

)
# (25)

将( 25)式代入到( 20)、( 18)式即得在 z = 0上的应力、位移:

  R = - Lc22ReQ
t
2
/ r

2

0

dN0

N0QLN

1

N- N0

R( N)

c
- 2
1 - N( V- 2

- N) 2
@

      A +
B

P( N0- A
- 2
)

dN, (26)

  v =
r
2
ReQ

t
2
/ r

2

0

dN0

N0QLN

1

N- N0( V
- 2
- N)

A +
B

P( N0- A- 2
)

dN# (27)

由于   f ( N0) = -
Lc22B

N0QLN

1

N- N0

( c
- 2
2 - 2N) 2- 4N ( N- c

- 2
1 ) ( N- c

- 2
2 )

N- c
- 2
1 ( V

- 2
- N) 2

dN,

而后利用 f ( A
- 2
) = p - q, 即可确定实常数 B ,由边界条件得:

  

A = ( q / Lc
2
2 - BJ 2) / J 1 且 V

- 2
< M < A

- 2
,

J 1 = ReQ
M

0

dN0

N0QLN

1

N- N0

R( N)

c
- 2
1 - N( V- 2

- N) 2
dN,

J 2 = ReQ
M

0

dN0

N0QLN

1

N- N0

R ( N)

c
- 2
1 - N( V- 2

- N) 2P( N0- V
- 2
)
dN# 

(28)

3  结   论

通过复变函数的方法建立了复合材料圆盘形裂纹动力学模型的解析解, 采用自相似函数

的途径能够获得正交各向异性体圆盘形裂纹动力学模型的具体解, 这可以认为是弹性理论研

究的相似类型的动力学问题# 
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Self_Similar Solutions of Fracture Dynamics

Problems on Axially Symmetry

LB Nian_chun1,  CHENG Jin1,  CHENG Yun_hong2,  QU De_zhi3

( 11Depar tm ent of Astr onaut ics an d Mechan ics , Ha rbin Institute

of Technology , Harbin 150001, P R Chin a ;

21Depar tm ent of Civil En gin eer ing , Nor theastern Univer sity , Shen yan g 110006, P R China ;

31 Compressive Vessel Manufa ctur er of Constr uct iv e In stallation Group Com pan y

of Daqin g , Daqin g 163711, P R China )

Abstract: By the theory of complex functions, a penny_shaped crack on axially symmetric propagat-

ing problems for composite materials was studied. The general representations of the analytical solu-

tions with arbitrary index of self_similarity were presented for fracture elastodynamics problems on ax-

ially symmetry by the ways of self_similarity under the ladder_shaped loads. The problems dealt with

can be transformed into Riemann_Hilbert problems and their closed analytical solutions are obtained

rather simple by this method. After those analytical solutions are utilized by using the method of rota-

tional superposition theorem in conjunction with that of Smirnov_Sobolev, the solutions of arbitrary

complicated problems can be obtained.

Key words: penny_shaped crack; axially symmetric; composite materials; analytical solutions
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