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摘要:  直接从不可逆热力学基本定律出发, 推导出弹性各向同性损伤材料本构方程的一般形式,

克服了由应变等效假设建立的经典损伤本构方程的缺陷, 并阐明了两种各向同性弹性损伤模型

(单标量模型与双标量模型)之间的联系# 研究表明, 采用单标量描述的损伤模型, 在材料损伤本

构方程中含有两个/损伤效应函数0 ,反映损伤对于两个弹性常数的不同影响# 应变等效假设给出

的损伤本构方程,是该文方程的一个近似形式, 常常不能满意地描述实际材料的损伤行为# 
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引   言

自从Kachanov[ 1]与Rabotnov[ 2]对于金属蠕变破坏所做的开创性工作以来,损伤力学逐步发

展起来,目前已成为固体力学一个十分活跃的研究领域[ 3~ 6]# 

损伤本构关系的描述是损伤力学的基本问题之一# 在以往文献中应变等效假设被广泛用

于建立损伤材料的本构方程# 根据这一假设,受损材料的本构关系可以采用无损时的形式,只

要把其中的 Cauchy 应力简单地换成有效应力即可[ 7]# 如各向同性弹性损伤材料的本构关系

式为

  Rij = 2L(1 - D) Eij + K(1- D) EkkDij , (1)

式中 Rij、Eij 为 Cauchy 应力与无穷小应变张量, K、L为材料的 Lame弹性常数, D 是各向同性标

量损伤变量, Dij 是Kronecker记号# 随着研究的深入, 应变等效假设逐渐暴露出理论缺陷与局

限性# 文献[ 8, 9] 中指出,按应变等效假设,在材料损伤过程中,有效弹性常数�K= K(1 - D )

与 �L = L(1- D) 按相同的规律(1- D) 变化,泊松比�M= M保持不变# 这与现有的大量细观

力学结果不一致[ 10, 11]
,也与实际材料的损伤行为不相符# 为此一些学者提出了唯象的各向同

性损伤的双标量模型[ 6, 9, 12]
, 但以往的文献中没有阐明单标量与双标量损伤模型的区别与联

系# 

Coleman和Gurtin [ 13] ( 1967)对于耗散材料建立了含内变量的普遍热力学理论# 以后经
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Lemaitre等许多学者的努力,损伤力学的研究被纳入到连续介质力学与不可逆热力学理论框架

之内# 然而据作者所知, 不可逆热力学还没有被用于研究含损伤连续介质本构方程的一般形

式(广泛采用的是由应变等效假设给出的本构方程) ,还没有被用于从理论上研究单标量、双标

量模型的区别与联系# 而这无论从连续损伤力学理论体系的完整性,还是从这门学科的工程

应用来说,都是至关重要的基本问题# 

本文从不可逆热力学基本定律出发, 以 Helmholtz自由能作为受损材料的本构泛函,将其

对 Eij 与D作 Taylor级数展开,推导出弹性各向同性损伤材料应力 _应变本构方程与损伤对偶

力本构方程的一般形式# 当采用由损伤材料的细观几何所定义的单标量损伤变量描述各向

同性损伤状态时,在损伤本构方程中含有两个/损伤效应函数0,它们揭示了单、双标量损伤模
型之间的联系, 及损伤的宏观效应与其细观物理机制之间的关联# 损伤效应函数的具体形式

可由细观力学或实验结果确定,从而可实现连续损伤力学与细观损伤力学的衔接# 研究还表

明,由应变等效假设建立的损伤本构方程,只是本文方程的一种(可能是过分的) 简化形式,从

理论上说明了它常常不能满意地描述实际材料损伤现象的原因# 

本文方法可推广应用于研究各向异性损伤与其它损伤问题, 从而为连续损伤力学的基本

问题,即损伤本构关系的研究,提供了一个具有严格理论基础与普遍适用的方法# 

1  不可逆热力学基本方程

对于无穷小应变和等温的热力学过程,局部熵产生不等式(即Clausius_Duhem不等式)为

  Rij ÛEij - ÛW \ 0, (2)

式中 W为单位体积的Helmholtz自由能, 圆点表示物质导数# 假定材料是弹性各向同性的,且

发生各向同性损伤, 则有

  W= W( Eij , D) , (3)

  ÛW=
5 W
5Eij

ÛEij +
5W
5D ÛD# (4)

式( 4)代入式( 2)中,有

  Rij -
5W
5Eij ÛEij -

5W
5D ÛD \ 0# (5)

式( 5)对 ÛEij 的任意值均成立,这要求

  Rij = 5 W/5Eij# (6)

定义

  Y = - 5W/5D, (7)

则式( 5)成为

  Y # ÛD \ 0# (8)

Y 是与D 相对偶的广义热力学力, 可称为损伤对偶力# 式(6) 即为应力 _应变本构方程,

式(7) 为损伤对偶力本构方程# Y#ÛD为材料的损伤耗散功率,式(8) 表明热力学第二定律限定

材料的损伤耗散功率恒为非负# 一般情况下损伤不可逆, 恒有

  D \ 0, ÛD \ 0, Y \ 0, (9)

即损伤对偶力 Y 恒为非负# 

2  弹性损伤本构方程的一般形式

设材料初始状态为: Rij = Eij = 0, Y = D = 0# 将Helmholtz自由能 W( Eij , D) 在初始状
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态附近作Taylor级数展开, 只保留含有应变二次及二次以下的各项(因为 | Eij | n 1)# 材料的

损伤度是一个有限量, 0 [ D [ D c < 1,含有 D的高阶项保留到N 阶# 则弹性各向同性损伤

下,有

  W( Eij , D) = W0+ E
N

n= 1

C
( n)

D
n
+ E

N

n= 0

B
( n)
ij EijD

n
+

1
2
cijkl Eij Ekl +

1
2 E

N

n= 1
A

( n)
ijkl Eij EklD

n# (10)

W0为初始状态下的 W值, 可取为零# C
( n) 为标量系数# cijkl、A

( n)
ijkl、B

( n)
ij 为系数张量,下标按求

和约定# 式(10) 代入式( 6)、(7) 中, 得

  Rij =
5W
5Eij = E

N

n= 0
B

( n)
ij D

n
+ c ijkl Ekl + E

N

n= 1
A

( n)
ijklEk lD

n
, (11)

  Y = -
5W
5D = - E

N

n= 1

C
( n)

nD
n- 1

- E
N

n= 1

B
( n)
ij EijnD

n- 1
-

1
2 E

N

n= 1

A
( n)
ijklEij EklnD

n- 1# (12)

令 D = 0,式(11) 就退化为熟知的线弹性应力 _应变本构方程# 由于损伤不可逆,在任意

损伤状态下将材料卸载至零时, Rij = Eij = 0, Y = 0,此时 D X 0,则由式(11)、(12) 可知

  B
(0)
ij = 0, B

( n)
ij = 0, C

( n)
= 0   ( n = 1, 2, ,, N )# (13)

由 Rij 的对称性, 知系数张量应满足如下对称性要求

  cijkl = cjikl = cijlk = cklij , A
( n)
ijkl = A

( n)
jikl = A

( n)
ijlk = A

( n)
klij

( n = 1, 2, ,, N )# (14)

另外, 由 W与Y 的非负性知, cijkl 必为非负张量, 而 A
( n)
ijkl ( n = 1, 2, ,, N ) 必为非正张量# 式

(10) ~ ( 12) 可简化为

  W( Eij , D) =
1
2
cijkl Eij Ekl +

1
2 E

N

n= 1
A

( n)
ijklEij EklD

n
, (15)

  Rij = cijklEkl + E
N

n= 1

A
( n)
ijklEklD

n
, (16)

  Y = -
1
2 E

N

n= 1
A

( n)
ijklEij EklnD

n- 1# (17)

若材料有初始损伤, 亦可导出与上相类似的结果# 

弹性各向同性损伤下, cijkl 与A
( n)
ijkl 成为对称各向同性张量,可分别表示成

  cijkl = KDijDkl + L(DikDj l + DilDjk ) , (18)

  A
( n)
ijkl = - KA

( n)
DijDkl - LB

( n)
(DikDjl + DilDjk) ,  A( n)

, B
( n) \ 0,

( n = 1, 2, ,, N ) , (19)

K、L为Lame弹性常数, A( n)、B( n) 为无因次非负实数# 式(15) ~ (17) 成为

  W( Eij , D) = LEij Eij 1- E
N

n= 1
B( n)Dn

+
1
2
K( Ekk)

2 1 - E
N

n= 1
A( n)

D
n

, (20)

  Rij = 2LEij 1 - E
N

n= 1

B( n) Dn
+ KEkkDij 1- E

N

n= 1

A( n)Dn
, (21)

  Y =
1
2
KE

N

n= 1

A( n)
nD

n- 1
( Ekk)

2
+ LE

N

n= 1

B( n) nDn- 1Eij Eij# (22)

式( 20) ~ ( 22)即分别为弹性各向同性损伤材料的自由能表达式, 应力_应变本构方程与损伤对
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偶力本构方程# 记

  MK( D) = 1- E
N

n= 1
A( n)Dn

, ML(D ) = 1 - E
N

n= 1
B( n)

D
n
, (23)

并定义

  �K(D ) = KMK( D) , �L(D) = LML(D) , (24)

则式( 21)成为

  Rij = 2LEijML( D) + KEkkDijMK( D) = 2�L( D) Eij + �K(D) EkkDij , (25)

�K( D) 与 �L( D) 分别为材料受损后的有效Lame常数, 与材料的损伤程度有关# 

3  讨   论

由式( 25)知,受损材料的应力_应变本构方程与无损时的形式相同,只是其中的弹性常数

为材料损伤后的有效值所取代,而不是应变等效假设的那样,用有效应力 Rij / (1 - D ) 来代换

Cauchy应力# 式(25) 表明,损伤对两个弹性常数 K与 L有着不同的影响, 它们分别按照各自

的规律 MK(D) 与 ML( D) 随损伤 D 演变# 这一结论与现有的大量细观损伤力学研究结

果[ 10, 11] 相一致# 函数MK(D )与ML(D ) 的物理意义, 是描述损伤对材料两个独立弹性常数影

响的函数,可称为损伤效应函数# 而 A(n) 与 B(n) 则为描述材料损伤效应的材料参数# MK(D)、

ML( D) 或 A
( n)
、B

( n)
与材料损伤的细观特征(微缺陷的分布、方向、形状等) 有关,可由细观损

伤力学的解答或实验确定# 

取N = 1,式( 21) 的一阶近似形式为

  Rij = 2LEij (1 - B(1)D ) + KEkkDij (1- A( 1)D ) , (26)

若进一步取

  A(1)
= B(1) = 1   ( i. e.  A

( 1)
ijkl = - c ijkl ) , (27)

则式( 26)就与应变等效假设给出的方程( 1)相同# 这表明基于应变等效假设的经典连续损伤

本构方程,只是本文方程的一个近似形式# 这种简化处理的误差,将在下面通过连续损伤力学

与细观力学的结合来加以讨论# 

若从唯象学角度定义双标量损伤变量如下

  

DK= 1-
�K
K = 1- MK( D) = E

N

n= 1
A
( n)

D
n
,

DL = 1 - �L
L

= 1- ML( D) = E
N

n= 1

B( n)Dn
,

(28)

即可由此导出双标量描述的损伤模型# 本文导出的由一个标量损伤变量描述的损伤本构方

程,可以正确反映损伤材料的实际宏观力学行为, 克服了经典方程( 1)存在的缺陷# 式( 28)揭

示了双标量损伤变量的物理含义, 以及其与单标量损伤变量的关系# 双标量损伤变量是对损

伤材料弹性行为的唯象描述, 而并非是对材料损伤本身细观特征的描述# 

4  连续损伤力学与细观损伤力学的结合

本构方程中的损伤效应函数 MK( D) 与 ML(D ) ,或无因次材料系数 A( n) 与 B( n) ,是与材料

细观损伤特征相联系的, 可利用细观损伤力学的研究结果加以确定# 

对于二维随机分布的微圆孔损伤, 文献[ 14]利用 Mori_Tanaka方法,考虑了相互作用的影
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响,给出了如下的细观力学解答

  �E
E

=
1- Q
1+ 2Q

, �M=
Q+ M- QM
1 + 2Q

, (29)

式中 E、M分别为材料的杨氏模量与泊松比, �E 与�M为受损后的有效杨氏模量与泊松比 # Q为
孔隙率,其定义为单元截面上微圆孔面积与单元截面积之比# 此时, 定义 Q为材料的损伤变

量,即 D = Q# 

将式( 29)代入式( 24) , 并利用 K、L与E、M之间的关系,可得

  MK( D) =
( 1- D) ( D + M- DM) (1+ M) (1 - 2M)
M(1 + 3D + M- DM) (1- 2M+ 2DM)

, (30)

  ML(D ) =
(1 - D) (1 + M)
1+ 3D + M- DM

# (31)

对于二维随机分布的微裂纹损伤, 文献[ 15]利用 Mori_Tanaka方法,考虑了相互作用的影

响,给出的细观力学解答为

  �L
L

= 1 + PQ
*

1+ M

- 1

,
�E
E

=
1

1 + PQ*
, (32)

式中 Q* 为材料的微裂纹密度参数,其定义为 Q* = ml
2
, m为单位面积上的微裂纹数目, l为微

裂纹的平均半长# 此时可将 Q* 定义为材料的损伤变量, 即 D = Q* # 按相同的方式可得

  MK( D) =
(1+ M) (1- 2M)

( 1+ M+ PD ) (1- 2M+ PD )
, (33)

  ML(D ) =
1 + M

1+ M+ PD
# (34)

由上可知, 本构方程中的损伤效应函数, 可由细观损伤力学方法确定# 对于给定的材料,

损伤效应函数仅与材料的细观损伤特征有关# 实际材料的细观损伤机理可能要复杂得多# 此

时可由实验或细观损伤力学的数值解答,确定出本构方程( 21)、( 22)中的无因次材料系数 A( n)

与 B( n)# 

图1、图 2 分别给出二维随机均匀分布的微圆孔与微裂纹损伤下两个损伤效应函数

MK(D )、ML( D) 的变化曲线,图中M= 1/ 3# 图1中还给出了应变等效假设的结果# 根据应变

等效假设, 不管是何种材料及何种损伤形式, 总是有 MK(D ) = ML( D) = 1- D# 图1显示,

对于二维随机分布的微圆孔损伤, 当取M= 1/ 3时, MK( D) = ML( D) = (1- D ) / (1+ 2D) X
1 - D,仍与应变等效假设的结果不同# 对于二维随机均匀分布的微裂纹损伤,图 2显示两条

损伤效应函数曲线明显不同# 另外,损伤效应函数曲线是明显非线性的, 而应变等效假设的

结果是一条直线# 

由上可知, 在宏观层次的损伤本构方程中,通过损伤效应函数, 使损伤的宏观效应与损伤

的细观机理相联系, 从而可以建立宏细观相互联系的损伤理论, 以便更真实地反映材料的损伤

行为# 

5  结   论

本文直接从不可逆热力学基本定律出发,通过将本构泛函展开成多项式级数,来研究损伤

材料的本构方程# 这一方法可以推广应用于研究各向异性损伤与其它损伤问题,从而为连续

损伤力学的基本问题之一,即损伤本构关系的研究,提供了一个具有严格理论基础与普遍适用

的方法# 由此推导出弹性各向同性损伤下的应力_应变本构方程与损伤对偶力本构方程的一

般形式,克服了经典损伤本构方程的缺陷# 研究表明, 小应变情况下损伤对材料宏观力学性能
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图 1 二维微圆孔损伤下的损伤效           图 2  二维微裂纹损伤下的

应函数曲线( 1_本文结果, 2_ 损伤效应函数曲线

应变等效假设的结果)

的影响由两个不同的损伤效应函数来描述,它们的具体形式取决于材料的细观损伤几何特征

(微缺陷的分布、方向、形状等)# 基于应变等效假设的经典损伤本构方程, 是本文方程的一个

简化形式# 同时,首次阐明了单标量损伤模型与双标量模型的区别与联系# 对于有限变形问

题,在本构泛函展开时应保留关于应变的高阶项, 此时损伤本构方程中将含有两个以上的损伤

效应函数# 
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Abstract: The general expressions of constitutive equations for isotropic elastic damaged materials

were derived directly from the basic law of irreversible thermodynamics. The limitations of the class-i

cal damage constitutive equation based on the well_known strain equivalence hypothesis were over-

come. The relationships between the two elastic isotropic damage models ( i. e. single and double

scalar damage models) were revealed. When a single scalar damage variable defined according to the

microscopic geometry of a damaged material is used to describle the isotropic damage state, the con-

stitutive equations contain two / damage effect functions0 , which describe the different influences of

damage on the two independent elastic constants. The classical damage constitutive equation based on

the strain equivalence hypothesis is only the first order approximation of the general expression. It

may be unduly simplified and may fail to describe satisfactorily the damage phenomena of practical

materials.

Key words: damage mechanics; irreversible thermodynamics; elastic damage; constitutive equation
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