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摘要:  讨论了如下形式一维四阶 p_Laplace方程的可解性

  
( g( ud) )d + Ka( t) f ( u) = 0   0 < t < 1,

u(0) = u(1) = ud( 0) = ud(1) = 0,

这里, g ( v) := | v | p- 2v, p > 1# 用锥拉伸与锥压缩不动点定理, 根据非线性项 f 在0及无穷远处的

不同增长情况,获得了一些正解的存在性及多解性结果# 
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引   言

p_Laplace方程在气体通过多孔媒质的扩散及化学活性混合气体的自燃理论等许多方面有

广泛的应用(参见文[ 1]及其文献索引)# 最近,王俊禹(文[ 1] )研究了如下边值问题

  
( g ( uc) )c+ a( t ) f ( u) = 0   0 < t < 1,

u(0) = 0, u(1) = 0,
(1)

这里, g( v) := | v | p- 2 v, p > 1# 用锥拉抻与锥压缩定理证明了上述问题有一个正解, 若

  f 0 = 0, f ] = + ] , 或 f 0 = + ] , f ] = 0,

这里   f 0:= lim
u | 0

f ( u)

u
p- 1 , f ] := lim

u { + ]

f ( u)

u
p- 1# 

马如云(文[ 2] )证明了上述条件下如下梁方程正解的存在性# 

  
u
( 4)
+ a( t ) f ( u) = 0,

u(0) = u(1) = ud(0) = ud(1) = 0# 
(2)

本文中我们在如下假设下

  f 0 = f ] = + ] , 或 f ] = f 0 = 0

讨论了如下问题的可解性:

  
( g ( ud) )d + Ka( t ) f ( u ) = 0   0 < t < 1,

u(0) = u(1) = ud(0) = ud(1) = 0,
(3)
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这里, g( v) := | v | p- 2 v, p > 1# 显然当 p = 2时即为梁方程问题# 

1  预 备引 理

引理 1[ 3]  令 B 是一 Banach空间, P < B是B 中的锥, 假设 81、82是 B 中的子集且 0 I

81, �8 1 < 82,令T : P H ( �8 2 \ 8 1) y P 是全连续算子满足:

1) +Tu + [ +u + , u I P H 5 8 1; 且 +T u + \ +u + , u I P H 5 8 2,

或

2) +Tu + \ +u + , u I P H 5 8 1; 且 +T u + [ +u + , u I P H 5 8 2,

则T 在 P H ( �8 2 \ 8 1) 内有一不动点# 

为了应用引理 1,我们定义锥 P 为

  P:= u I C[ 0, 1] ; u (0) = u (1) = 0, u ( t ) 是非负凸函数 # 

如下引理是我们所熟知的:

引理 2  令 u I P , D I (0, 1/ 2) , 则 u( t ) \ D+u +, t I [ D, 1- D]# 这里 +u + =

sup | u( t ) | , 0 [ t [ 1 # 

2  主 要结 果

本文中我们总假定:

(H1) f ( u) 在[ 0, + ] ) 上非负连续;

(H2) a( t ) 在(0, 1) 上非负连续且满足

  Q
1/ 2

0 Q
1/ 2

s
G Q

r

0Q
1/ 2

R
a( x ) dxdR drds +Q

1

1/ 2Q
s

1/ 2
G Q

1

rQ
R

1/ 2
a( t )dxdR drds < + ] ,

这里 G( w ) := | w |
1/ ( p- 1)

sgn( w ) 是 g( v) 的反函数# 

则当 D I (0, 1/ 2) 时函数

  y ( x ) := Q
x

DQ
x

s
G Q

r

0Q
x

R
a( x )dxdR drds +Q

1- D

x Q
s

x
G Q

1

rQ
R

x
a ( x )dxdR drds

在 [ D, 1 - D] 连续、正# 

现在我们定义算子 5: P y P

  W( t) = ( 5 u) ( t ) :=

      
Q
t

0Q
R

s
G KQ

r

0Q
R

R
a( x )f ( u( x ) )dx dR drd s   0 [ t [ R,

Q
1

tQ
s

R
G KQ

1

rQ
R

R
a( x ) f ( u( x ) )dxdR drds   R [ t [ 1,

R是下述方程的解

  Q
x

0Q
x

s
G Q

r

0Q
x

R
a( y )f ( u( y ) )dydR drds =

      Q
1

xQ
s

x
G Q

1

rQ
R

x
a( y ) f ( u ( y ) )dydR drds ,

由单调性可知 R I (0, 1) 存在且唯一# 

容易验证 5: P y P 是全连续算子, W( R) 是 W 在[ 0, 1] 上的最大值, 因为

  Wc( R) = 0# 
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  Wd( t ) =
- G Q

t

0Q
R

R
Ka( r ) f ( u ( r ) ) drdR [ 0   0 < t [ R,

- G Q
1

tQ
R

R
Ka( r ) f ( u ( r ) ) drdR [ 0   R [ t < 1# 

现在记  

  M = min y ( x ) ; D [ x [ 1- D , N = G Q
1

0Q
1

s
a( t )dtds # 

定理 1  设(H1)、( H2)成立,给定 K> 0, 若存在两个不同的正常数 h、k及D I (0, 1/ 2) 使

得

(A1)  f ( u) [ 1
K
h
N

p- 1

  0 [ u [ h,

(A2)  f ( u) \ 1
K

2k
M

p- 1

  Dk [ u [ k ,

则边值问题( 3)有一个正解 u 满足 +u +介于 h , k 之间# 

证明  不失一般性, 我们假设 h < k, 考察如前定义的积分算子 5

  W( t) = ( 5 u) ( t ) :=

      
Q
t

0Q
R

s
G KQ

r

0Q
R

R
a( x )f ( u( x ) )dx dR drd s   0 [ t [ R,

Q
1

tQ
s

R
G KQ

1

rQ
R

R
a( x ) f ( u( x ) )dxdR drds   R [ t [ 1,

我们已知 5 的不动点即(3) 的解# 现在为完成证明,分以下两步进行# 

第一步,令 81 = u I P +u + < h ,对 u I 5 81,由(A1)

  +5 u + = +W + = W( R) [ G Q
1

0Q
1

s
Ka( r ) f ( u( r ) )drds [ h = + u +

即,对 u I 5 81, +5 u + [ +u +# 

第二步,令 82 = u I P +u + < k , 则对 u I 5 82有 Dk [ u( t ) [ k , t I [ D, 1- D] ,

于是由条件(A2)

  +5 u + = +W + \ 1
2 Q

R

0Q
R

s
G KQ

r

0Q
R

R
a( x )f ( u( x ) )dxdR drds +

      Q
1

RQ
s

R
G KQ

1

rQ
R

R
a( x )f ( u( x ) )dxdR drds \

      1
2 Q

R

DQ
R

s
G KQ

r

DQ
R

R
a( x )f ( u( x ) )dxdR drds +

      Q
1- D

R Q
s

R
G KQ

1- D

r Q
R

R
a( x ) f ( u ( x ) )dxdR drds \

      1
2
2k
M
y ( R) \ k = + u +   若 D< R < 1- D,

  +W + \Q
1- D

0 Q
1- D

s
G KQ

r

0Q
1- D

R
a( x )f ( u( x ) )dxdR drds \

      Q
1- D

D Q
1- D

s
G KQ

r

DQ
1- D

R
a( x )f ( u( x ) )dxdR drds \ 2k > k = +u +

若 R \ 1- D,

  +W + \Q
1

DQ
s

D
G KQ

1

rQ
R

D
a( x ) f ( u( x ) )dxdR drds \
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      Q
1- D

D Q
s

D
G KQ

1- D

r Q
R

D
a( x ) f ( u ( x ) )dxdR drds \ 2k > k = +u +

若 R [ D,

此即,当 u I 5 82 时 +5 u + \ +u +# 于是,根据引理 1的第一部分知定理成立# 

推论 1  若(H1)、( H2)成立,且 f ] = f 0 = + ] ,则存在 K
*
> 0,使对任意的 KI (0, K

*
)

问题(3) 有两个正解# 

证明  令 K
*
= sup

h
*
> 0
[ 1/ B ( h

*
) ] , 这里 B ( h* ) := [ h

*
/ N]

1- p# sup
0[ u [ h*

f ( u) , 对 K I (0,

K* ) ,存在�h > 0使得 K [ 1/ B (�h ) 即 B(�h) K [ 1也即

  f ( u) [ 1
K
�h
N

p- 1

  0 [ u [ �h ,

这满足定理1的假设(A1)# 

另一方面, 因 f ] = f 0 = + ] ,存在 k1, k2 > 0, k1 > �h > k 2使得

  f ( u )

u
p- 1 \ 1

K
2
M

p- 1

  u I [ Dk 1, k 1] A [ Dk 1, + ] ) ,

  f ( u )

u
p- 1 \ 1

K
2
M

p- 1

  u I [ Dk 2, k 2] A (0, k2] ,

则 k 1, k2分别满足定理 1的假设 ( A1)# 由定理 1,问题( 3)有两个正解# 

推论 2  若( H1)、( H2)成立且 f ] = f 0 = 0, 则存在 K̂> 0,使对任意的 K I ( K̂, + ] ) ,边

值问题(3) 有两个正解# 

证明  令 K̂= inf
k̂ > 0
[ k̂

(p- 1)
/ A ( k̂ ) ] ,其中A ( k̂ ) := (2/ M ) 1- p# inf

D̂k [ u [ k̂
f ( u) ,因 K> k̂ 所以存在

�k 使得

  K>
�kp- 1

A(�k )
, 即 f ( u) >

1
K

2�k
M

p- 1

  u I [ D�k ,�k ] ,

这满足定理1假设( A2)# 

另一方面, 由 f ] = f 0 = 0,结合 f 的连续性知存在h1, h2 > 0, h1 < �k < h2使得

  f ( u )

h
p- 1
1

[ 1
K
N

1- p   u I [ 0, h1] ,

  f ( u )

h
p- 1
2

[ 1
K
N

1- p   u I [ 0, h2] ,

(我们可以这样做是因为若令 f
*
( u ) = max

0 [ t [ u
f ( t ) ,则 f ] = 0 Z f *] = 0)

则 h1、h2 分别满足定理 1的假设(A1) ,由定理 1即知此推论成立# 

由推论1, 2的证明我们容易推得类似文[ 2]的结论:

推论 3  假设(H1)、(H2)成立, 若 f ] = ] , f 0 = 0或f ] = 0, f 0 = ] 则对任意的 KI (0,

+ ] ) , (3) 有一个正解# 

最后我们指出, 对如下边值条件

  u(0) = uc(1) = ud(0) = uÊ( 1) = 0

只要取锥 P1为

  P1:= u I C[ 0, 1] ; u(0) = uc(1) = 0, u ( t ) 是非负凸函数 ,

则相应的存在性结果是容易得到的# 

1327白   占   兵



[ 参  考  文  献 ]

[1]  WANG Jun_yu. The existence of positive solutions for the one_dimensional p_Laplacian[ J] . Proc

Am er Math Soc , 1997, 125(8): 2275) 2283.

[2]  Ma R Y, Wang H Y. On the existence of positive solutions of fourth_order ordinary differential equa-

tions[ J] . Applicable Ana ly si s , 1995, 59(1) : 225 ) 231.

[3]  Krasnoselskii M A. Positive Solutions of Opera tor Equat ion s [M] . Gronignen: Noordhoff, 1964.

[4]  Lian W C, Wong F H, Yeh C C. On the existence of positive solutions of nonlinear second order dif-

ferential equations[ J] . Proc Am er Ma th Soc , 1996, 124( 4): 1117) 1126.

Existence and Multiplicity of Positive Solutions

for a Fourth_Order p_Laplace Equations

BAI Zhan_bing

( Depa rtm ent of Applied Mathem atics , Petr oleum Univer sity ( Ea st Chin a ) ,

Don gyin g , Shandon g 257061, P R China )

Abstract: The solvability of one_dimensional fourth_order p_Laplace equations of the type

  
( g( ud) )d + Ka( t) f ( u) = 0   0 < t < 1,

u(0) = u(1) = ud( 0) = ud(1) = 0,

where, g( v ) := | v | p- 2v, p > 1 is investigated. With cone compression/ extension theorem, some ex-

istence and multiplicity results of positive solution have been required according to different growth

condition of nonlinear form f at zero and at infinity.

Key words: p_Laplacian; positive solution; cone
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