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考虑旋转壳几何非线性时的随机响应研究
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摘要 :  提出了一种统计线性化迭代法( IMSL)# 利用这种方法, 在形成非线性几何关系等效线性

项的基础上, 建立了非线性振动方程的等效刚度矩阵# 通过求解方程, 分析了几何非线性对旋转

壳随机响应的影响# 
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引   言

在结构工程中, 壳体结构的非线性有时是很显著的# 而解决非线性随机动力响应问题又

是非常难的# 本文试图借助于改进的统计线性化法在频域内解决有关的问题# 为了便于研

究,也考虑到工程中的实际情况,我们只考虑作用明显的旋转壳法向位移引起的几何非线性# 

利用统计线性化法, 通过处理非线性几何关系,得到非线性项的等效刚度矩阵# 进而将非线性

动力方程转化为线性动力方程# 在线性化过程中,提出了迭代的方法# 在分析过程中,视壳体

结构为法向弹性体# 所考虑的外界激励为高斯( Gaussian)随机激励# 结构的假设与参考文献

[ 1]相同# 

1  基 本方 程

当考虑壳体结构法向位移的非线性作用时,其应变位移关系(即几何方程)可表示成:

  E= L # V+
1
2 N( w ) , (1)

其中 E= [ Es , EH, EsH, Js, JH, JsH]
T为应变向量,且 Es, EH, EsH为应变, Js, JH, JsH为曲率变化; V =

[ u, v , w ]
T为位移向量, 且 u, v , w 分别为径向(即子午线方向) , 环向及法向的位移; L 为线性

微分算子矩阵, 其形式同参考文献[ 1] ; N 为非线性微分算子向量,其形式为:

  N( w ) =
5w
5 s

2

,
5w
r5H

2

,
5w
5s # 5w

5H, 0, 0, 0
T

, (2)

其中 s 和H分别代表子午向和环向的坐标(如图 1所示) ,5 代表偏微分# 
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应力应变关系可写为:

  NM = D # E, (3)

其中

  NM = [ N s , NH, N sH, M s, MH, M sH]
T

为内力向量, 且N s, NH, N sH为薄膜内力, M s, MH, M sH为力偶矩; D为材料弹性矩阵,且其形式同

文献[ 2]# 

2  统计线性化

可以看出, 几何关系式( 1)中包含一个非线性项 N( w ) / 2# 一般来说, 用传统的方法解决

非线性随机振动的问题,本文将寻求一个等效的线性项来代替式中的非线性项# 根据文献

[ 2] 中的统计线性化的思想, 其等效的线性项 E
*
L ( w ) 可写为:

E
*
L ( w ) =

1
2

E [ N( w ) W
T
]

E [ W# W
T
]

# W, (4)

其中 E [  ] 代表求统计平均值, W为如下形式的向量:

图 1  旋转壳的坐标

W=
5w
5 s

,
5w
r5H

T

# (5)

将( 4)式代入到( 1)中并经过整理, 可求得:

E= L # V+ EL # V, (6)

其中 EL 为等效线性微分算子矩阵, 当 W为高斯随机过

程时有:

EL(  ) =

0 0 e1

0 0 e2

0 0 e3

0 0 0

0 0 0

0 0 0

, (7)

其中:

  e1 =
1

2[ ( R21+ m
2
1) ( R

2
2+ m

2
2) - m

2
1m

2
2]

# [ m1(3R
2
1+ m

2
1) ( R

2
2+ m

2
2) -

m1m
2
2( R

2
1 + m

2
1) ]

5
5s + [- m

2
1m2(3R

2
1+ m

2
1) + m2( R

2
1+ m

2
1)

2
]

5
r5H ,

  e2 =
1

2[ ( R21+ m
2
1) ( R

2
2+ m

2
2) - m

2
1m

2
2]

# [ m2( R
2
1+ m

2
1) (3R

2
2+ m

2
2) -

m1m2( R
2
1 + m

2
2) ]

5
r5H+ [- m1m

2
2(3R

2
2 + m

2
2) + m1( R

2
2+ m

2
2) ]

5
5 s

,

  e3 =
1

2[ ( R
2
1+ m

2
1) ( R

2
2+ m

2
2) - m

2
1m

2
2]

# [ m2( R
2
1+ m

2
1) ( R

2
2+ m2) -

m
2
1m2( R

2
2 + m

2
2) ]

5
5s + [- m1m

2
2( R

2
1 + m

2
1) +

m1( R
2
2+ m

2
2) ( R

2
1+ m

2
1) ]

5
r5H ,

式中的 m1 和 m 2分别为随机过程
5w
5s 和随机过程

5w
5H的均值, R21和 R22 分别为

5w
5 s
和

5w
r5H的均方
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值# 

借助于( 6)式等效线性关系并利用半解析有限元法( AFFM)和正交变分原理,我们可以获

得第 i 阶谐波的振动方程为:

  Mi&X i + Ci # ÛXi + KiXi + EK i # Xi = Fi   ( i = 0, 1, 2, ,) (8)

其中 Mi , Ci和Ki为线性系统的质量阵,阻尼阵,和刚度阵; Xi为第i阶谐波的广义位移向量; Fi

为广义力向量; EKi为非线性项对应的等效刚度阵# 

由于( 4)式是线性的,故当外力 Fi 为高斯随机过程时, 响应 Xi 也将是高斯随机过程# 

3  迭 代运 算

在求解非线性随机振动问题之前,
5w
5 s
和

5w
r5H的均值m1和m2,均方值 R21和 R22都是未知的,

因此等效线性微分算子 EL(  ) 的系数都是未知的# 为了解决这一问题,同文献[ 2, 4] 类似,

将运用一种迭代的方法( IM)# 在迭代过程中,将线性系统的解作为初始值# 

对于下列的线性随机振动方程:

  Mi&X 0
+ CiÛX0

i + KiX
0
i = Fi   ( i = 0, 1, 2, ,) (9)

用一般的半解析有限元法( AFEM) [ 2] , 其响应
5w
5 s
和

5w
r5H的均值m

0
1, m

0
2和均方值 R2

0

1 , R
2
0

2 是很容

易求得的# 把它们代入到方程(7) 中,我们可得到等效线性线性项的一阶近似 E
* 1
L ( w ) 和等

效刚度矩阵的一阶近似 EK
1
i# 将所得的 EK

1
i 代入方程# 

  Mi&X 1
i + CiÛX1

i + KiX
1
i + EK

1
i # Xi = Fi   ( i = 0, 1, 2, ,) (10)

中,我们可以看到响应
5w
5 s
和

5w
r5H均值的一阶近似m

1
1, m

1
2及均方值的一阶近似 R2

1

1 , R2
1

2
[ 2]# 

遵循这一原理, 我们可以得到等效刚度矩阵的 n 阶近似阵EK
n
i , 其递推方程为:

  EK
0
i = [ 0] , (11a)

  Mi&Xn
i + Ci # ÛXn

i + KiX
n
i + EK

n
i # Xn

i = Fi   ( i = 0, 1, 2, ,) , ( 11b)

  EL
* n

( w ) =
1
2

E [ N( w
n
) # W

nT
]

E[ W
n # W

nT
]

# W, (11c)

  EK
n+ 1
i = EK

n+ 1
i ( EL

* n
( w ) ) ( 11d)

迭代终止判断式可给出如下:

  
max( EKn+ 1

i - EK
n
i )

corm( EK
n
i )

< Ep , (12)

其中 Ep 是由问题精度需求确定的小量# 符号 max 表示矩阵的最大元素,符号 corm代表最大

值对应的元素# 

4  实例及结果

利用上述的统计线性化法,本文对考虑几何非线性的双曲冷却塔旋转壳(如图 2( a)所示)

体的阵风响应进行了计算# 壳体中面的几何方程为 r
2
= 01177z 2+ 25112# 塔高为H = 120 m,

喉部高度为H t = 9610 m# 壳体厚度按指数规律变化,其最大值为 hmax = 0175 m# 最小值为

hmin = 0118 m, 其指数为 G= 215# 材料的物理参数如下:泊松比 L= 013,杨氏模量 E = 2 700

000 T/ m2
,质量密度 Q= 2145 T/ m3

,迎风面子午线上法向位移的统计平均值E [ w ] 和均方根值
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Rw 分别标于(图 2(b) 和图 2( c) # 

计算中,随机阵风载荷的大小及形态可参见文献[ 3, 5]# 

风压可表示为:

  P( z , H, t ) = p ( z , H) + pc( z , H, t ) , (13)

其中 p 是平均风压, pc为脉动风压# 他们可分别表示为:

  p ( z , 0) = 015�QcQ( H) # v
2
( z ) (14)

和

  pc( z , H, t ) = �QCQ( H) # v ( z ) # v ( z , H, t ) , (15)

其中 �Q为空气密度; v ( z ) 为平均风速; v( z , H, t ) 为即时风速, Cp( H) 为环向压力系数# 

图  2

从所得结果可以看出,当仅考虑几何非线性时,对于相同的外力风载, 最大风响应将减少,

这意味着,几何非线性有增大壳体系统刚度的作用# 

感谢德国洪堡基金会(AvH)的支持# 
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Investigation of Random Response of Rotational Shell

When Considering Geometric Nonlinear Behaviour

GAO Shi_qiao1,  JIN Lei1,  Niemann H J2,  LIU Hai_peng1

( 11Academ y of Mechan ical and Electr ical Engin eer in g Beijing ,

Institute of Technolo gy , Beijing 100081, P R China ;

21Buildin g Aerodynam ics Labor ator y , Ruhr _Univer sity , F R Germany )

Abstract: An iteration method of statistic linearization(IMSL) is presented. By this method, an e-

quivalent linear term was formed in geometric relation and then an equivalent stiffness matrix for non-

linear term in vibration equation was established. Using the method to solve the statistic linear vibra-

tion equations, the effect of geometric nonlinearity on the random response of rotational shell is ob-

tained.

Key words: nonlinear; random response; rotational shell
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