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关于一致光滑 Banach空间中的
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摘要:  设 E为一致光滑 Banach空间, K 为E的非空闭凸子集, T : K y K 为具有有界值域的连续5_

强伪压缩算子# 使用新的分析技巧证明了在非常普遍的条件下, Ishikawa迭代序列 x n 强收敛于

T 的唯一不动点 x * # 改进和扩展了近期许多相关的结果# 
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设 E为一致光滑Banach空间, K 为E的非空闭凸子集, T : K y K 为连续 5_强伪压缩算

子# 记 E
* 为 E 的对偶空间# 

正规对偶影射 J : E y 2E
*

定义为

  J ( x ) = f I E
*
: 3x , f 4= +x +2

= +f +2 # (1)

若 E 为一致光滑 Banach空间,则 J 在E 的任何有界集上是一致连续的# 

5_强伪压缩算子T : K y K 定义为

  3Tx - Ty , j ( x - y )4 [ +x - y +2
- <( +x - y +) +x - y + ( Px , y I K ) , (2)

其中 <( s ) 为严格单调递增函数, <(0) = 0# 特别地,若 <( s) = ks, k I (0, 1) ,则 T 就是[ 1]、

[ 2] 中的强伪压缩算子# 

引理 1[ 1]  设 E 为一致光滑 Banach空间, J ( x ) 为正规对偶影射, 则 Px , y I E,有

  +x + y +2 [ +x +2
+ 23y , j ( x + y )4 ( P j ( x + y ) I J ( x + y ) )# (3)

最近, 周海云(参见文献[ 2]定理)证明了一致光滑 Banach 空间中当 T 为连续强伪压缩算

子时, Iskikawa迭代序列强收敛于其唯一的不动点# 与此同时,丁协平教授(参见文献[ 3] 定理

312) 证明了在任意 Banach空间中当T 为Lipschitz连续 5_强伪压缩算子时, Ishikawa迭代序列

强收敛于其唯一的不动点# 在 1999年, 周海云 (参见文献[ 4] 定理 212) 证明了一致光滑

Banach空间中当 T 为一致连续 5_强伪压缩算子且 x n 有界时, Ishikawa迭代序列强收敛于其

唯一的不动点# 在1998年,本人(参见文献[ 5] 定理1) 证明了对参数 An , Bn 要求较多且T
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为连续 5_强伪压缩算子时的强收敛性# 本文将作用新的技巧来证明以下定理:

定理  设 E 为一致光滑 Banach空间, K A E 为非空闭凸子集, T : K y K 为具有有界值域

的连续 5_强伪压缩算子, 且 T 在K 中存在不动点 x
* # 设 An , Bn 满足下列条件:

  0 [ An, Bn < 1, Pn \ 1; E
]

n = 1

An = + ] ; lim
n y ]

An = 0, lim
n y ]

Bn = 0# (4)

Px 1 I K ,定义 Ishikawa迭代序列 xn 如下:

  x n+ 1 = (1 - An ) x n+ AnTyn  ( n \ 1) ,  yn = (1 - Bn ) x n+ BnTx n( n \ 1) , (5)

则 x n 强收敛于T 的唯一不动点 x
* # 

证  由文献[ 5]知,不动点 x
* I K 是T 在K 中的唯一不动点# 由数学归纳法知,序列

x n- x
*

, yn - x
* 和 Ty n- Tx

* 都是 K 中的有界集合# 令

  M = sup +Tx - Ty +: x , y I K + sup +x n- x
* +: n \ 1 +

sup +yn - x
* + : n \ 1 # 

显然 M < + ] # 由引理 1,有

  +xn+ 1- x
* +2 [ +x n - x

* +2
+ M

2
A
2
n + 2enAn + 4M

2
BnAn -

2An<( +yn - x
* +) +yn - x

* + , (6)

其中   en = 3Tyn - Tx
*
, j ( xn+ 1- x

*
) - j ( yn - x

*
)4# 

注意到当 n y+ ] 时,

  ( xn+ 1- x
*
) - ( yn - x

*
) = x n+ 1- yn = Bnxn - Anxn + AnTyn - BnTxn y 0,

且 E 为一致光滑 Banach空间,则 J 在E 的任何有界集上是一致连续的,于是有

  + j ( x n+ 1- x
*
) - j ( y n - x

*
) + y 0,

故 lim
n y ]

en = 0# 令 Kn = M
2An + 2en + 4M2Bn# 显然 lim

n y ]
Kn = 0# 由(6) 知

+x n+ 1- x
* +2 [ +xn - x

* +2
+ KnAn - 2An<( +y n- x

* +) +y n - x
* + [ (7)

+xn - x
* +2

+ An [ Kn - <( +y n- x
* +) +y n- x

* +] -

An<( +y n- x
* +) +y n- x

* +# (8)

下面我们分两步来证明:

第一步# 证明 inf +y n- x
* +: n \ 1 = 0# 

(反证法)假设存在某个常数 D> 0使得inf +y n - x
* + : n \ 1 = D> 0# 即 P n \1,

+y n - x
* + \ D> 0# 由l im

n y ]
Kn = 0知,存在某个自然数N 1,使得当自然数 n \ N1时,有 Kn

- <( +yn- x
* +) +yn- x

* + [ 0,从而由(8) 式, +x n+ 1- x
* +2 [ +x n- x

* +2
- An<( +yn

- x
* +) +y n - x

* + ,于是

  <( D) DE
]

n= N
1

An = E
]

n= N
1

[ +x n - x
* +2

- +xn+ 1- x
* +2

] < + ] ,

此与条件 E
]

n= 1
An = ] 矛盾# 

第二步# 由数学归纳法证明 lim
n y ]

+x n - x
* + = 0# 

由著名的Weierstrass_Bolzano 定理,我们从第一步结果知: 序列 yn - x
*
存在一个子序列

y n
j
- x

*
使得lim

j y ]
+yn

j
- x

* + = 0# 注意到lim
j y ]

+y n
j
- xn

j
+ = 0,所以l im

j y ]
+xn

j
- x

* + = 0# 

即 PE> 0, vj 0,当 j \ j 0时, +xn
j
- x

* + < E# 再注意到 lim
n y ]

An = 0, lim
n y ]

Bn = 0, lim
n y ]

Kn = 0,
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于是存在某个自然数 N 0 \ nj
0
, j \ j 0,使得当 n \N 0时,有

0 [ An < E/ 8M ,  0 [ Bn < E/ 8M,  0 [ Kn < < E/ 2 E# 

下面用数学归纳法证明:

当 j \ j 0 时, 对于任意的自然数 m \ 1,必有 +x n
j
+ m - x

* + < E# 

(反证法)假设当 m = 1时, +x n
j
+ 1- x

* + \ E# 由

+x n
j
- x

* + \ +x n
j
+ 1- x

* + - An
j
+Ty n

j
- xn

j
+ > E- E

8M
2M =

3E
4

> 0,

+y n
j
- x

* + \ +x n
j
- x

* + - Bn
j
+Txn

j
- x n

j
+ >

3E
4

-
E

8M
2M =

E
2

> 0,

于是

E2 [ +x n
j
+ 1- x

* +2 [ +x n
j
- x

* +2
+ Kn

j
An

j
- 2An

j
<( +y n

j
- x

* +) +yn
j
- x

* + <

    E2+ An
j
<

E
2

E- 2An
j
<

E
2

E
2

= E2,

矛盾# 

假设当 m = k 时有 +xn
j
+ k - x

* + [ E成立# 

同理,我们将证明当 m = k + 1时必有 +xn
j
+ k+ 1- x

* + < E成立# 

(反证法)假设 +xn
j
+ k+ 1- x

* + \ E# 那么

+x n
j
+ k - x

* + \ +xn
j
+ k+ 1- x

* +- An
j
+ k +Tyn

j
+ k - x n

j
+ k + > E-

E
8M2M =

3E
4 > 0,

于是

+y n
j
+ k - x

* + \ +xn
j
+ k - x

* + - Bn
j
+ k +Txn

j
+ k - xn

j
+ k + >

3E
4 -

E
8M2M =

E
2 > 0# 

因此

E
2 [ +x n

j
+ k+ 1 - x

* +2 [ +xn
j
+ k - x

* +2
+ An

j
+ kKn

j
+ k -

An
j
+ k<( +y n

j
+ k - x

* +) +y n
j
+ k - x

* + <

E2+ An
j
+ k<

E
2

E
2

- An
j
+ k<

E
2

E
2

= E2,

产生矛盾# 于是 lim
n y ]

+x n- x
* + = 0# 证毕# 

注 1 本文的定理将文献[ 5]定理1 对参数 An , Bn 的要求扩展到非常普遍的情形# (文献[ 5] 中参

数要求为:

  0 [ An ,  Bn < 1,  E
]

n= 1

Bn < + ] ,  E
]

n= 1

Anb (An ) < + ] ,  E
]

n= 1

An( 1- An ) = + ] ,

其中函数 b: [ 0, + ] ) y [ 0, + ] ) 是由Reich [ 6] 提出的非减连续函数并满足 lim
n y ]

b ( t) = 0, b ( ct) [ cb( t) , P c

\ 1, t > 0# ) 很明显,条件

  E
]

n= 1

Bn < + ] ,  E
]

n= 1

Anb( An ) < + ] ,  E
]

n= 1

An( 1- An ) = + ]

要比条件

  lim
n y ]

Bn = 0,  lim
n y ]

An = 0,  E
]

n= 1

An = + ]

强得多,且在某些意义上讲,原条件 E
]

n= 1

Anb( An) < + ] 与所在 Banach空间的几何性质有关,而本文条件 lim
n y ]

An

= 0很弱,与所在空间的几何性质无关# 同时本文将文献[ 1]、[ 2]、[ 7]定理推广到更一般的 5_强伪压缩算子

类, 并且取消了两个限制条件: / K 为有界子集0, / 0 [ An < Bn0# 进一步地,本文取消了文献[ 4, 定理212] 的两
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个限制条件: / T 的一致连续性0 和/ xn 的有界性0# 

注 2 进一步地, 对于含有误差项的 Ishikawa不动点迭代序列 x n
]
n= 1 :

xn+ 1 = (1- An ) xn + AnTy n + un , n \ 1;   y n = (1 - Bn ) xn + BnTx n+ vn , n \ 1,

其中 +un + = o( An) , + vn+ y 0( n y ] ) , 我们可以利用同样的方法证明含有误差项的 Ishikawa不动点迭代

序列也强收敛于 5_强伪压缩算子T 的唯一不动点# 这个结果将文献[ 1]、[ 2]、[ 8]、[ 7] 推广到更一般的 5 _强

伪压缩算子类,同时将文献[ 5] 定理 1对参数 An , Bn 的要求扩展为一般的情形# 

注 3 对于任意 Banach空间中 5 _强伪压缩算子 Ishikawa 迭代序列的强收敛性, 还有待进一步的深入研

究# 在以后的研究中,我们将设法把文献[ 3]的好结果推广到更一般的情形# 

致谢  作者感谢审稿人对本文提出的宝贵建议# 
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Ishikawa Iterative Process in Uniformly

Smooth Banach Spaces

HUANG Zhen_yu

( Depa rtm ent of Mathem atics , Nanjing Univer sity , Nanjing 210093, P R China )

Abstract: Let E be a uniformly smooth Banach space, K be a nonempty closed convex subset of E ,

and suppose: T : K y K is a continuous 5_ strongly pseudocontractive operator with a bounded range.

Using a new analytical method, under general cases, the Ishikawa iterative process x n converges

strongly to the unique fixed point x * of the operator T were proved. The paper generalizes and ex-

tends a lot of recent corresponding results.

Key words: Ishikawa iterative process; 5 _ stongly pseudocontractive operators; uniformly smooth

Banach spaces
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