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摘要:  解析地给出了广义 M_J集的界, 其中某些界在某种意义上是最佳的# 解决了应用逃逸时

间等算法计算机构造其混沌分形图的首要问题,并在此基础上通过线性逼近的方法给出了某些情

况下 J_集 Hausdorff维数的近似估计# 
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引   言

B. B.Mandelbrot1975年提出/非规整几何0概念并建立起分形几何的理论# 现在,分形几何

已被认为是描述非线性问题的最好的一种语言与工具# 它的建立与发展, 使动力系统、自组织

与耗散结构、湍流、分叉理论、神经元网络等一大批学科得到了发展# 分形理论作为非线性科

学的理论基础正越来越多的受到人们的重视[ 1]# 逃逸时间算法是构造 Julia 和Mandelbrot分形

集(简记为 J_集和M_集)经典、常用的方法[ 2] ,但该方法应用时需首先确定分形集的界# 以往

界的确定一般靠对特殊问题的估计与尝试,缺少统一的解决方法,而估计不好时会出现集合构

造不全或未能展示细节等问题# 本文解析地给出广义 M_J集的界, 其中某些界在某种意义上

是最佳的# 不仅解决了应用该算法构造其混沌分形集的首要问题, 并在此基础上给出了某些

情况下 J_集Hausdorff维数的近似估计# 

1  z
n
+ c M_J集的界与维数

111  zn + cM_集的界

定义 1[ 3, 4]  f ( n, c) ( z ) = z
n
+ c( n \ 2) 的充满的 J_集

  F( f ( n, c) ) =
$

z I C: f
k
( n, c ) ( z )

]
k= 1 有界 , (1)

J_集 J (f ( n, c) ) =
$
5F( f ( n, c ) ) ,其中5(#) 代表集合的边界# 

利用Montel[ 3]定理,可以得到M_集的常用等价定义:

1187

 应用数学和力学,第 22 卷 第 11 期( 2001 年 11月)

  Applied Mathematics and Mechanics           应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X 收稿日期:  1999_04_26; 修订日期:  2001_03_20

基金项目:  国家自然科学基金资助项目( 699740080) ; 国家博士后基金资助项目

作者简介:  刘向东( 1967) ) ,男, 山东人,副教授, 博士, ( Email: wyzhu@mail. neu. edu. cn) .



定义 2[ 3, 4]  f ( n, c) ( z ) = z
n
+ c( n \ 2) 的M _集

  Mn =
$

c I C: f ( n, c) ( z ) 的 J_集连通 =

      c I C: 复序列 f
k
( n, c) (0)

]
k= 1有界 # (2)

定理 1  f ( n, c ) ( z ) = z
n
+ c( n \ 2) 的M _集

  Mn A c I C: | c | [
n- 1
2 # 

证明  f
k
( n, c) (0)

]
k= 1 有界等价于实序列 | f

k
( n, c )( 0) |

]
k= 1有界# 

当 | c | >
n- 1
2时,

  | f
2
( n, c) (0) | = | c

n
+ c | > | c | (

n- 1

2)
n- 1

- | c | = | c | # 

若又有 | w | > | c | , 则

  | f ( n, c) ( w ) | = | w
n
+ c | > | w | (

n- 1

2)
n- 1

- | w | = | w | , (3)

所以序列 | f
k
( n, c) (0) |

]
k= 1 严格单调增# 若 | f

k
( n, c) (0) | y A< + ] ( k y+ ] ) ,则 C平面

圆周 | z | = A( A>
n- 1

2) 上存在点 z 满足 | f ( n, c) ( z ) | = | z | ,与(3) 式矛盾# 所以 | f
k
( n, c) (0)

| y+ ] ( k y+ ] ) ,得到

  Mn A c I C: | c | [
n- 1
2 # 

由于 n 为偶数时-
n- 1
2 I Mn ,说明定理 1给出的界是不可改进的# 

112  z
n
+ c J_集的界与维数估计

定理 2  f ( n, c ) ( z ) = z
n
+ c( n \ 2) 的连通型 J_集 J( f ( n, c ) ) 满足:

  J (f ( n, c) ) A z I C: | z | [
n- 1

2 # 

证明  因为 J ( f ( n, c) ) = 5F( f ( n, c) ) ,我们只需证明 F( f ( n, c) ) A z I C: | z | [
n- 1

2 # 

由定理1, | c | [
n- 1

2# 当 | z | >
n- 1

2时,

  | f ( n, c) ( z ) | = | z
n
+ c | > | z | (

n- 1

2)
n- 1

-
n- 1

2 = 2 | z | -
n- 1

2 > | z | , (4)

即序列 | f
k
( n, c) ( z ) |

]
k= 1 严格单调增,且它也不能有有限的极限,所以 | f

k
( n, c) ( z ) | y+ ] ( k

y+ ] ) , 得到

  F( f ( n, c) ) A z I C: | z | [
n- 1

2 # 

一般地, z
2
+ c的普通 J_集在圆 z I C: | z | [ 1 + 1+ 4 | c |

2
内# 

引理 1  设 # 为复平面 C上的回路,

a) 如果 c I C位于 # 内,则 f
- 1
( n, c) ( #) 是以 # 的内部的逆象为它的内部的回路# 

b) 若 c I C在 #上,则 f
- 1
( n, c )( #) 为从一点引出 n个回路的图形, 使得 #的内部的逆象为

n 个回路的内部# 

c) 若 c I C在 #外,则 f
- 1
( n, c) ( #) 为 n个不交的回路,使得 #的内部的逆象为n个回路的

内部# 

证明详略# 

定理 3  对模充分大的 c 和n \ 2,

  J (f ( n, c) ) A z : | z | [
n

2c | ,

且全不连通# J ( f ( n, c) ) 满足
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  dimBJ (f ( n, c) ) = dimHJ (f ( n, c) ) U n
n - 1

ln n
lnc

# 

证明  不妨 c
2

> |
n

2c | >
n- 1

2# 若 | z | > |
n

2c | ,与定理1、2类似, | f
k
( n, c) ( z ) | y

+ ] ( k y+ ] ) , 一定无界# 所以,

  J (f ( n, c) ) A z : | z | [ |
n

2c | # 

这时, c I/ z : | z | [ |
n

2c | , 由引理 1, f- 1( n, c) 将圆盘 z : | z | [ |
n

2c | 映射为 n 个

不相交的部分,所以 J ( f ( n, c) ) 全不连通# f
- 1
( n, c) 的 n个分枝对J ( f ( n, c ) ) 是压缩的, J ( f ( n, c) ) 是

这 n个分枝定义的n 个压缩变换构成的非线性 IFS的吸引子# 

对其中某一分枝及 z 1, z 2 I J ( f ( n, c) ) , 一定有 z 1, z 2 I z : | z | [ |
n

2c | ,从而

  |
n

z 1- c -
n

z 2- c | =

      
| z 1- z 2 |

|
n

( z 1- c)
n- 1

-
n

( z 1- c)
n- 2

( z2 - c) + ,+
n

( z2 - c)
n- 1

|
,

由于 | c | 远远大于 | z 1 |、| z 2 | ,

  
| z 1- z 2 |

n
3c
2

( n- 1) / n < |
n

z 1- c -
n

z 2- c | <
| z 1- z 2 |

n
c
2

( n- 1) / n ,

对 n 个不交的、由压缩比分别为 1
n

2
c

( n- 1) / n

和 1
n

2
3c

( n- 1) / n

的压缩映射构成的线性

IFS,它们吸引子的 Hausdorff维数与盒维数相等[ 5]
,其Hausdorff维数 s1 和 s2分别满足:

  n
1
n

2
c

( n- 1) / n s
1

= 1, (5)

  n
1
n

2
3c

( n- 1) / n s
2

= 1# (6)

求解( 5)、( 6)得

  s1 =
lnn

lnn +
n - 1
n

( lnc - ln2)
U n

n - 1
ln n
lnc

,

  s2 =
lnn

lnn +
n - 1
n

( lnc + ln3 - ln2)
U n

n - 1
ln n
lnc

,

所以,对模充分大的 c,有

  dimBJ (f ( n, c) ) = dimHJ (f ( n, c) ) U n
n - 1

ln n
lnc

# 

引理 2  对模充分小的 c, f ( n, c ) ( z ) = z
n
+ c( n \2) 靠近0的吸引不动点 z

* 满足 | z
*
| [

2 | c | # 

证明  由临界点定理[ 3] , f
k
( n, c) (0) y z

*
( k y+ ] )# 

不妨 | c | <
n- 1

(1/ 2n
) ,则

  | f
2
( n, c) (0) | = | c

n
+ c | [ | c

n
| + | c | = ( | c |

n- 1
+ 1) | c | < 2 | c | ,

而若 | w | < 2 | c | ,则

  | f ( n, c) ( w ) | = | w
n
+ c | [ | w

n
| + | c | [

      2n
| c |

n
+ | c | [ (2n

| c |
n- 1

+ 1) | c | < 2 | c | # (7)

这样, | f
k
( n, c) (0) | < 2 | c | , k = 0, 1, 2, ,,所以 | z

*
| [ 2 | c | # 
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引理 3  对模充分小的 c 和n \2,若 | z | [
n- 1
1 - 10 | c | ,则 z

n
+ c靠近0的吸引不动

点 z
*
吸引 z# 

证明  对模充分小的 c, z
n
+ c靠近0的吸引不动点 z

*
的吸引域 A 近似于开单位圆盘,下

面估计 A 的界# 

当
1
2 < | z | [

n- 1

1- 10 | c | 时,一定成立 5 | c | [ | z | (1- | z |
n- 1

)# 再利用引理2,

  | f ( n, c) ( z ) - z
*

| = | z
n
+ c - z

*
| [ | z |

n
+ | c | + | z

*
| [ 3 | c | + | z |

n [

| z | - 2 | c | [ | z - z
*

|

所以 z 在 A 内 # 由 于 A 为 包 含 z
* 的 开 单 连 通 区 域, 所 以 对 Pz 有:

z : | z | [
n- 1

1- 10 | c | A A# 

定理 4  对模充分小的 c 和n \ 2, J (f ( n, c) ) A z :
n- 1

1 - 10 | c | [ z [
n- 1

2 , 是拟

圆# J (f ( n, c ) ) 满足

  1 [ dimHJ (f ( n, c) ) [ lnn

lnn +
n - 1
n

ln(
n- 1

1 - 10 | c | - | c | )
,

证明  不妨 | c | [
n- 1

2# 当 | z | >
n- 1

2 时,

  | f ( n, c) ( z ) | = | z
n
+ c | > | z | (

n- 1

2)
n- 1

-
n- 1

2 = 2 | z | -
n- 1

2 > | z | # 

即序列 | f
k
( n, c) ( z ) |

]
k= 1严格单调增# 这一增大过程不可能有有限的极限,所以 | f

k
(n, c)( z ) | y+

] ( k y+ ] ),得到

  J (f ( n, c) ) A z :
n- 1

1 - 10 | c | [ | z | [
n- 1

2 # 

这时, 圆盘 z : | z | [
n- 1
2 和圆盘 z : | z | [

n- 1
1 - 10 | c | 中均含 c, 由引理 1,

f
- 1
( n, c ) 将圆环 z :

n- 1

1- 10 | c | [ | z | [
n- 1

2 映射为 n 个刚刚相交的部分, 所以 J (f ( n, c) ) 连

通# f
- 1
( n, c) 的 n 个分枝对J ( f ( n, c) ) 是压缩的, J (f ( n, c) ) 是由 f

- 1
( n, c) 的 n个分枝定义的n个压缩

变换构成的刚触及的非线性 IFS的吸引子# 

不妨从 | z | = 1开始# 曲线每次经 f
- 1
( n, c) 的 n个分支作用之后,仍然得到一个围绕 c的

闭曲线,其极限为拟圆# 

对其中某一分枝及 z 1, z 2 I J (f ( n, c) ) , 一定有 z 1, z 2 I z :
n- 1

1- 10 | c | [ | z | [
n- 1

2 ,

从而

  |
n

z 1- c -
n

z 2- c | =

      
| z 1- z 2 |

|
n

( z 1- c)
n- 1

+
n

( z 1- c)
n- 2

( z2 - c) + ,+
n

( z2 - c)
n- 1

|
,

由于 | c | 远远小于 | z 1 |、| z 2 | ,

  |
n

z 1- c -
n

z 2- c | [
| z 1- z2 |

| n(
n- 1
1 - 10 | c | | - | c | )

( n- 1) / n
|
,

所以 dimHJ ( f ( n, c) ) < s, 其中 s 满足:

  n
1
n

1
n- 1

1 - 10 | c | - | c |

( n- 1) / n s

= 1# (8)

求解( 8)得

  s =
lnn

ln n +
n - 1
n

ln(
n- 1

1- 10 | c | - | c | )
# 
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由于 | c | 充分小时 J ( f ( n, c) ) 是拟圆,其Hausdorff维数一定大于等于 1,所以有

  1 [ dimHJ (f ( n, c) ) [ lnn

lnn +
n - 1
n

ln(
n- 1

1 - 10 | c | - | c | )

2  z 3 + az + b ( a X 0) M_J集的界

211  z
3
+ az + b ( a X 0) M_集的界

定义 3[ 5]  f [ a, b] ( z ) = z
3
+ az + b ( a X 0) 的充满的 J_集

  F [ a, b] =$ z I C: f k
[ a, b] ( z )

]
k= 1 有界 # (9)

J_集 J ( f [ a, b] ) =
$ 5 F ( f [ a, b] )# 

定义 4[ 5]  f [ a, b] ( z ) = z
3
+ az + b ( a X 0) 的M_集

M [ a, b ] =
$

( a, b) : a, b I C,且 f [ a, b ] ( z ) 的 J_集连通 =

    ( a, b ) : a, b I C, f
k
[ a, b]

- a
3

]

k= 1
与 f

k
[ a, b ] -

- a
3

]

k= 1
都有界

引理 4  x , y I C,max | x + y | , | x - y | \ | x
2
| + | y

2
| # 

证明详略# 

定理 5  f [ a, b ] ( z ) = z
3
+ az + b( a X 0) 的M_集 M [ a, b] 在四维空间中有界# 

证明  若 | b | \ | a | + 2,由引理4, f [ a, b]
- a
3
与f [ a, b] -

- a
3
中至少有一个模

大于
4 | a

3
|

27
+ | b

2
| \ 4 | a

3
|

27
+ | a | + 2,记其为 w , | w | > | b | # 

  | f [ a, b] ( w ) | = | w
3
+ aw + b | \| w

3
| - | aw | - | b | \

      | w | ( | w
2
| - | a | ) - | b | > | w |

4 | a
3
|

27
+ 2 - | w | > | w |

即 | f
k
[ a, b ] ( w ) |

]
k= 1严格单调增,且不可能有限极限,所以| f

k
[ a, b] ( w ) | y+ ] ( k y+ ] ) ,得

  M [ a, b] A ( a, b) : a , b I C,且 | b | < | a | + 2 # (10)

当 | b | < | a | + 2时, 又若 | a | > 6, 则 2a
3

- a
3

> - a
3

+ | a | + 2, 所以

f [ a, b ]
- a
3
与 f [ a, b] -

- a
3
中至少一个模大于 2a

3
- a
3

# 仍记其为 w , 则

| f [ a, b ] ( w ) | = | w
3
+ aw + b | \| w

3
| - | aw | - | b | > | w | ( | w |

2
- | a | ) -

| a | + 2 > | w |
4 | a |

3

27
- 3 - | w | > | w |

所以 | f
k
[ a, b] ( w) |

]
k= 1严格单调增, 且不可能有限极限, | f

k
[ a, b ] ( w ) | y+ ] ( k y+ ] ) ,得到

  M [ a, b] = ( a, b) : | a | [ 6, | b | [ 2 2 # 

212  z
3
+ az + b ( a X 0) J_集的界

定理 6  z
3
+ az + b( a X 0) 的连通型 J_集 J(f [ a, b] ) 满足:

  J (f [ a, b] ) A z I C: | z | [ 3 # 

证明详略# 
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3  结   语

本文给出了 z
n
+ c和z

3
+ az+ b( a X 0) 的M_J集界,其中某些界在某种程度上是最佳的;

为应用逃逸时间算法构造其混沌分形图提供了一般化的方法,并在此基础上通过线性逼近的

方法给出了某些情况下 J_集 Hausdorff维数的近似估计# 
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The Bounds of the General M and J Sets and the Estimations

for the Hausdorff. s Dimension of the General J Set

LIU Xiang_dong
1
,  YAN De_jun

2
,  ZHU Wei_yong

2

( 11Depar tm ent of Ma them atics &Physics , Anshan Inst itute of Ir on

&Steel Techn ology , Anshan 114001, P R China ;

21School of Informat ion Science and Engineer in g , Northea stern Univer sity ,

Shenyang 110006, P R Chin a )

Abstract: The bounds of the general M and J sets were analytically offered. Some of the bounds were

optimal in certain meaning. It not only solved the primary problem of the construction of fractal sets

by escape time algorithm, and followed from the conclusion, but also offered two estimations of some

special Julia set. s Hausdorff. s dimension by approximate linearization method.

Key words: general Mandelbrot set; general Julia set; Hausdorff. s dimension
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