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一类非线性波方程的光滑与非光滑行波解
X

李庶 民

(昆明理工大学 理学院, 昆明 650093)

(李继彬推荐)

摘要 :  讨论了一类偏微分方程的行波解# 该方程的行波方程对应于一个平面三次多项式系统,

因而可将行波解的研究化为对平面系统所定义的相轨线的拓扑分类研究# 应用平面动力系统理

论在三参数空间内作定性分析,首先获得三次多项式系统的完整拓扑分类, 再将相平面分析的结

果返回到非线性波解 u( N)# 考虑到解关于变量 N= x - ct在/奇线0 近旁的不连续性, 可得到各种

光滑与非光滑行波的存在条件# 

关  键  词:  非线性波方程;  孤立行波;  周期行波;  波的不光滑性
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引   言

P. Rosenau[ 1]曾简单地考虑过非线性波动方程:

  Qt = bux +
1
2
[ ( u

2 ? u
2
x ) Q] x ,  Q= u ? uxx (1)

的peakon行波解的存在性(见文献[ 1] )# 方程( 1)是通过/ reshuffling0KdV 方程和 mKdV方程的

二元Hamilton结构的 Hamilton算子而得到的(见文献[ 2] )# 鉴于方程( 1)的强烈的物理背景,

完整地研究其各种各样行波解的存在性是非常必要的, 本文将对其可能产生的一切行波解作

系统研究# 

方程( 1)的具有速度为 c的行波解的形式为u = <( x - ct ) = <( N) ,其中 N= x - ct ,将 u

= <( N) 代入(1) 式,得常微分方程

  - c( <N ? <NNN) = b<N+
1
2
[ ( <2 ? <2N) ( < ? <NN) ] N# (2)

( 2)的两边对 N积分一次,并令 C= ? 1, 便有

  [ C( <
2
+ C<

2
N) + 2cC] <NN = - g - <[ <

2
+ C<

2
N+ 2( b + c) ] , (3)

其中 g 为积分常数# 令 <N= y , (3) 式等价于平面自治系统

  

du
dN=

d <
dN= y ,

dy
dN

= -
u [ u

2
+ Cy 2

+ 2( b + c) ] + g

Cu2
+ y

2
+ 2cC

# 
(4)
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系统( 4)是 P. D.E 方程( 1)的行波系统, ( 1)的所有行波解都由( 4)式确定# ( 1)的解称为孤立

行波,如果 u = <( N) 当 | N| 趋于无穷时有确定的极限# 一般而言, (1) 的孤立波解对应于(4)

的同宿轨道, (1) 的周期行波解对应于(4) 的周期轨道# 由于(4) 的第二个方程右边的分母中

含有二次函数 Cu2
+ y

2
+ 2cC,故当 Cu2

+ y
2
+ 2cC= 0时, (4) 在曲线 Cu2

+ y
2
+ 2cC= 0( C

= 1时是圆, C= - 1时是双曲线或直线) 上是不连续的,这就导致行波解的不可微性. 因此必

须仔细处理和区分光滑和非光滑的行波解# 

注意到当 Cu
2
+ y

2
+ 2cC X 0时,方程组(4) 的相轨线与方程组

  

du
dS

= y ( Cu2
+ y

2
+ 2cC) ,

dy
dS

= - [ u( u
2
+ Cy 2

+ 2( b+ c) ) + g ]

(5)

的相轨线有着相同的拓扑性质, 其中 dS = ( Cu2
+ y

2
+ 2cC) - 1dN# 因此我们首先研究(5) 的

所有可能的拓扑相图,然后再返回方程(4) ,并描述(4) 所能产生的各种不同行波解# 

1  C= 1时方程( 5)的相图

设 C= 1, (5) 式化为

  

du
dS

= y ( u
2
+ y

2
+ 2c) ,

dy
dS

= - [ u( u
2
+ y

2
+ 2( b + c) ) + g] = - [ uy

2
+ f ( u ) ] ,

(6)

其中 f ( u) S u
3
+ 2( b + c) u + g ,系统(6) 是平面Hamilton系统,其Hamilton量为

  H+ ( u, y ) =
1
4
( u

2
+ y

2
)
2
+ ( b + c) u

2
+ cy

2
+ gu# (7)

显然, H+ ( u, y ) 在相平面上无穷远处是正定的,在 Poincare圆盘上, 方程组( 6)不存在无

穷远奇点,赤道是一条闭轨线,在赤道近旁存在着( 6)的一系大范围闭轨道族(见文献[ 3] )# 

以下,我们在 b, c, g 三参数空间中研究系统( 6)的相图的分支# 我们只考虑存在( 6)的周

期环域(即( 6)有中心型奇点)的情况# 

注意到当 c \ 0时,系统(6) 所定义的向量场仅存在一条竖直等倾线 y = 0( u轴) ;当 c <

0时,除 y = 0外,圆 C
*
: u

2
+ y

2
= - 2c也是一条竖直等倾线# 另一方面,系统(6) 的水平等

倾线(记为 CH ) 方程可表示为

  CH : y
2
= -

f ( u)
u

= -
u
3
+ 2( b + c) u + g

u
# (8)

因此,当且仅当 uf ( u ) [ 0( u X 0) 时,才出现 CH 的实分支# 三次代数方程 f ( u ) = u
3
+ 2( b

+ c) u + g = 0当 $ = ( g/ 2)2+ [ 2/ 3( b+ c) ]
3
= 0,即 g

2
= g

2
0 S -

32
27
( b+ c)

3时,存在一个

二重实根,一个单实根;当 g
2
< g

2
0 时存在三个实根;当 g

2
> g

2
0 时只存在一个简单实根# 

不失一般性,我们恒假设 g < 0# 对于 g > 0情形,由(6) 的方向场的对称性,只需在 g <

0情形下所得相图中用- u 替换u,即得 g > 0情形的相图# 

于是,由以上判别式的讨论及( 8)式, 显然可见:

1) 当 b + c \ 0时,由于 f c( u) = 3u
2
+ 2( b+ c) \ 0, f ( u) 仅在正 u轴上有一个简单零

点 A 3( u3, 0) ,曲线 CH 仅在条形区域 0 < u < u3 内存在一个开分支# 

2) 当 b + c < 0时,若 g = - g0, f ( u) 在正 u 轴上存在一个简单零点A 3( u3, 0) ,在负 u轴
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上存在一个二重零点 A 12( u12, 0) ,此时,曲线 CH 由一点和一个开分支组成; 若- g0 < g < 0,

f ( u ) = 0有三个实零点 A 1( u1, 0) , A 2( u2, 0) 和 A 3( u3, 0) ,且 u1 < u2 < 0 < u3# 此时,曲线

CH 存在一个闭分支和一个开分支,闭曲线分支交负 u 轴于点A 1及 A 2,开分支交正 u 轴于点

A 3;若 g < g0,则 CH 仅在正u 轴的条形区域 0 < u < u3 内存在一个开分支# 

综合以上讨论可知,

� ) 系统( 6)在 u 轴上( y = 0) 至多存在三个平衡点 A 1, A 2 与 A 3# 

� ) 当 c < 0时,若曲线 CH 与C
* 有交点,则当 2c+ g

2
/ 4b2 < 0( (即- �g9 S - 8b2 c <

g < 0) 时, 系统(6) 在圆上有两个平衡点 B 1, 2 -
g
2b

, ? - 2c -
g
2

4b2
; 当 g = - g0 时, 系统

(6) 在圆上有一个二重平衡点 B1, 2 -
g
2b

, 0 # 

作为特例, 当 g = 0时, 系统(6) 的平衡点是容易分析的, 在此不再赘述# 

通过计算平衡点的指标,并利用微分方程定性理论的知识,我们在 ( b , c)参数平面上得到

如图 1与图 2所示的相图的分支# 

图 1  C= 1, g = 0

由图 1与图 2, 显然有以下结论:

命题 1  设 c \ 0 ,则

� ) 当 g = 0时,系统(6) 存在两种不同的拓扑相图# 

� ) 当 g < 0时,若 b + c < 0, 则系统(6) 存在三种不同的拓扑相图; 若 b+ c > 0,系统
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图 2  C= 1, g < 0
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( 6)仅存在一种拓扑相图# 

命题 2  设 c < 0 ,则

� ) 当 g = 0时,系统(6) 存在 4种不同的拓扑相图;

� ) 当 g < 0时,系统(6) 存在 13种不同的拓扑相图# 

2  C= - 1时方程( 5)的相图

当 C= - 1时, 方程(5) 变为

du
dS

= y (- u
2
+ y

2
- 2c) = U( u, y ) ,

dy
dS

= - [ u( u
2
- y

2
+ 2( b + c) ) + g ] = - [- uy

2
+ f ( u) ] = Y( u, y ) ,

(9)

其中 f ( u) S u
3
+ 2( b + c) u + g ,系统(9) 是平面Hamilton系统,其Hamilton量为

H- ( u , y ) =
1
4
( u

2
- y

2
)
2
+ ( b + c) u

2
- cy

2
+ gu# (10)

与系统( 6)不同, 在 ( b, c, g ) - 三参数空间中,系统(9) 并不总是存在周期环域(因而对应

的系统(1) 并不总有周期行波解)# 由于我们的兴趣仍在于研究数学物理方程(1) 的周期与孤

立行波解,故仍只考虑存在包围中心的周期环域的相图# 因此,如果系统(9) 不存在中心型奇

点,我们将不给出其相图# 

类似于上一节的讨论,我们只研究 g [ 0情形下( 9)的相图# 

首先,当 b X 0时,若 2c +
g
2

4b2
> 0,由 CV : u

2
- y

2
+ 2c = 0与 Y( u , y ) = 0可确定系统

(9) 的 两奇 点 B1, 2 -
g
2b

, ? 2c + g
2

4b2
当 2c + g2

4b2
= 0时 仅 一 奇点 B 12 -

g
2b

, 0 ,

当2c + g
2

4b2
< 0时, B 1, B2 均不存在 # 

其次,无论 c取何值, 系统(9) 所定义的向量场都存在两条竖直等倾线 y = 0( u轴) 和 CV :

u
2
- y

2
+ 2c = 0(双曲线或直线)# 同时,系统(9) 的水平等倾线(仍记为 CH ) 方程可表示为

  CH : y
2
=

f ( u)
u

=
u
3
+ 2( b+ c) u + g

u
# (11)

因此,当且仅当 uf ( u) \0时, 在相平面上才出现曲线 CH 的实分支# 在条件 uf ( u) \0下,系

统(9) 在 u 轴上的奇点的坐标满足三次方程f ( u) = 0,由于 f c( u) = 3u2
+ 2( b + c) ,故当 b

+ c \0时,函数 f ( u) 是单调增加的,方程组(9) 只有一个位于正 u 轴上的奇点A 3( u3, 0) ,即

CH 只有一个开实分支,不存在闭分支# 当 b+ c < 0时,由判别式 $=
g
2

2

+
2
3
( b + c)

3

可知,当 g
2
= g

2
0 = -

32
27
( b+ c)

3时,方程组(9) 在正 u 轴上有一个简单奇点A 3,在负 u轴上有

一个二重奇点A 12 -
g
2b , 0 , 即 CH 有两个实分支# 当 g

2
< g

2
0时,系统(9) 在负 u轴上有两个

简单奇点 A 1( u1, 0) , A 2( u2, 0) , 在正 u 轴上有一个简单奇点A 3( u3, 0) , 即 CH 有三个实分支,并

且这些实分支都不是闭的# 

注意到以下事实成立:

1) 若 b < 0, c < 0,则 �g
2
0 = - 8b

2
c 和g

2
0 S- 32

27
( b + c)

3
满足 �g

2
0 [ g

2
0,等号仅当 b = 2c

1205一类非线性波方程的光滑与非光滑行波解



时成立# 

2) 若 c < 0, b > 0, b + c < 0,则当 c < - 4b 时有g
2
0 > �g

2
0;当 c = - 4b 时有�g

2
0 = g

2
0;当

c > - 4b 时有g
2
0 < �g

2
0# 

综合以上讨论, 我们得到:

� ) 系统( 9)在 u 轴上至多存在三个平衡点A 1, A 2 与 A 3# 

� ) 当 c < 0时, 若曲线 CH 与CV有交点,则当2c + g
2

4b2
> 0(即 �g 2

0 \ g
2
) 时, 系统(9) 在

CV上有两个平衡点B 1, 2 -
g
2b

, ? - 2c -
g
2

4b 2 ; 当 g
2
= �g 2

0时, 系统(9) 在 CV上有一个二重

平衡点 B12 -
g
2b

, 0 , 且 B12必与 A 1, A 2, A 3 中的某一个重合# 

对于系统( 9) ,我们分别得到 g = 0和 g < 0时( b, c) 参数平面上的相图分支如图 3和图

4所示# 

图 3  C= 1, g = 0

由图 3与图 4, 我们显然可得到下述结论:

命题 3  设 c > 0, 则

� ) 当 g = 0时,系统(9) 存在两种不同的拓扑相图# 

� ) 当 g < 0时,若 b + c < 0, 则系统(9) 仅存在一种拓扑相图;若 b+ c > 0,系统(9) 仅

存在一种拓扑相图# 

命题 4  设 c = 0, 则

� ) 当 g = 0时,系统(9) 仅存在一种拓扑相图;

� ) 当 g < 0时,考虑到系统(9) 的轨道与竖直等倾线 y = ? u的相互关系,系统(9) 当 b

+ c > 0时和 b+ c < 0各存在两种不同的拓扑相图# 
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图 4  C= 1, g < 0

命题 5  设 c < 0, 则
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� ) 当 g = 0时,系统(9) 存在两种不同的拓扑相图;

� ) 当 g < 0时,若 b+ c < 0, 则系统(9) 存在9种不同的拓扑相图; 若 b+ c \0,系统(9)

存在 3种不同的拓扑相图# 

3  系统( 4)所定义的行波解

由以上讨论可见,当参数 b, 波速 c和积分常数g连续地改变时,微分方程组(6) (或(9) )所

定义的相轨线是多种多样的, 从而偏微分方程(1) 的行波解所对应的常微分方程(4) 的相图也

是多种多样的# 本文的目的在于研究偏微分方程(1) 的行波解, 因此,我们需要回到由/时间

变量0N所确定的微分方程组(4)# 方程组(4) 与方程组(6) (或(9) ) 的不同之处在于, 方程组

(4) 的第二个方程的分母中含有二次函数 Cu
2
+ y

2
+ 2cC,因此,当 Cu

2
+ y

2
+ 2cC= 0时,

dy
dN

不连续,从而方程(6) (或(9) ) 的光滑相轨线所对应的连续解曲线 ( u( N) , y ( N) ) 穿越/奇
线0 Cu2

+ y
2
+ 2cC= 0时,会出现由导数不连续性导致的尖峰波(非光滑波)# 

我们将用下列引理 1来描述行波的上述不光滑性# 事实上,只要不在/奇线0 Cu2
+ y

2
+

2cC= 0上, (1) 的解轨道与(6) 及(9) 的解轨道完全相同,仅在/奇线0Cu2
+ y

2
+ 2cC= 0上,

dy
dN
不连续# 因此,在从/时间变量0S变回到/时间变量0N时,我们必须考虑在上述/奇线0近

旁相图的横坐标 u ( N) 关于 N变化的性质# 下面的引理就描述状态( uN) , y ( N) ) 穿越奇线时

u ( N) 的行为# 

引理 1  设相点 ( u( N) , y ( N) ) 当 N= N0 X 0时穿越二次曲线 Cu2
+ y

2
+ 2cC= 0上的一

个点,则(4) 的解( u( N) , y ( N) ) 的横坐标 u( N) 在 N= N0连续,但 uc( N) 过 N0时从- ] 变为
] 或从 ] 变为- ] # 换方之, 点( N0, u( N0) ) 在 u( N) 的波形图上是一个尖点# 

证  设 ( u0, y 0) 是方程(4) 的常点并满足 Cu
2
0+ y

2
0+ 2cC= 0,则在( u0, y 0) 近旁(且在 Cu

2

+ y
2
+ 2cC= 0的两侧) ,方程(4) 可近似地表示为

du
dN

= y ,  ? E
dy
dN

= - [ u0( u
2
0 + Cy 2

0+ 2( b+ c) ) + g ] + E1 = A 0+ E1# 

由第二个方程可得 y =
1

? E
( A 0+ E1) N# 注意到在/奇线0Cu2

+ y
2
+ 2cC= 0上 A 0 X 0, N0 X

0# 因此,当( u, y ) y ( u0, y 0) , N y N0, Ey 0时, y y ? ] ,由第一个方程可知,当 N y N0时,

du
dN

y ? ] ,这说明在 u( N) 的波形曲线图上,点( N0, u( N0) ) 是尖点# t

如前所述, 方程( 6) (或( 9) )的周期解对应于( 2)的周期行波, 连接鞍点及退化鞍点的同宿

轨道对应于( 2)的孤立行波# 因此,按照前两节的讨论(命题 1~ 5) , 只要相轨线是同一基本情

形,其对应的波形图的结构都是相同的(只有振幅、周期、初值、不光滑点位置和孤立波的开口

方向等的不同) # 于是,我们可按参数空间的不同,将周期行波和孤立行波分类如下# 

1) 光滑周期波与孤立波

如前所述,除在/奇线0 Cu
2
+ y

2
+ 2cC= 0上的点外,方程组(5) 的拓扑相图与方程组(4)

的拓扑相图是完全相同的# 如果系统(4) 的周期轨道与上述/奇线0 不相交,则从方程(5) 到

(4) 的变换过程中, 自变量 S到N的变换不会影响轨道的光滑性# 因此, 根据引理 1和命题 1

5, 我们有以下结论# 

定理1  C= 1时,偏微分方程( 1)总有(光滑与非光滑的) 周期与孤立行波解存在, 且当 c
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\ 0时,所有行波解都是光滑的# 其余情形下,无论 C= 1还是 C= - 1,方程组(5) 的凡不与

竖直等倾线 Cu
2
+ y

2
+ 2cC= 0相交或相切的周期轨都产生光滑周期波; 方程组( 5) 的凡不与

竖直等倾线 Cu2
+ y

2
+ 2cC= 0相交或相切的同宿轨都产生光滑孤立波# 

光滑周期波         单尖周期波         双尖周期波

三尖周期波         四尖周期波         光滑孤立波

单尖孤立波         双尖孤立波         波前解

图 5 各种波形

2) 非光滑周期波和孤立波

当系统( 5)的周期轨道和同宿轨道与竖直等倾线 Cu
2
+ y

2
+ 2cC= 0相切或相交时, 偏微

分方程(1) 的行波解 u( N) 的波形图将产生尖点# 尖点的个数由周期轨道或同宿轨道与该竖
直等倾线的交点个数确定# 从第 1、2节的讨论可见, 系统(5) 的周期轨道或同宿轨道可能与

该竖直等倾线有 1 ~ 4个交点, 因此,非线性波动方程(1) 将分别存在单尖、双尖、三尖或四尖

的周期波或孤立波# 

定理 2  无论 C= 1还是- 1,方程组(5) 的凡与竖直等倾线 Cu2
+ y

2
+ 2cC= 0相交或相

切的周期轨都产生非光滑周期波; 凡与竖直等倾线 Cu2
+ y

2
+ 2cC= 0相交或相切的同宿轨都

产生非光滑孤立波# 

例如,我们有以下结果:

定理 3  当 C= 1, g < - �g0 < 0, b + c \ 0, c < 0时,如果

1) h 介于H+ ( A) 与H + ( - 2c, 0) 之间,则方程(1) 存在四尖周期波;

2) h = H + ( - 2c, 0) ,则方程(1) 存在三尖周期波;

3) h介于H+ ( - 2c, 0) 与H+ ( - 2c, 0) 之间,或介于H+ ( B1, 2) 与H+ ( A) 之间# 则
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方程(1) 存在双尖周期波;

4) h = H + (- - 2c , 0) ,则方程(1) 存在单尖周期波;

5) h 在H+ (- - 2c, 0) 之外,则方程( 1) 存在光滑周期波;

6) h = H + ( A) ,则方程(1) 存在两条双尖孤立波# 

偏微分方程( 1)的所有可能的波形图如表 5所示# 
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The Smooth and Nonsmooth Travelling Wave Solutions

in a Nonlinear Wave Equation

LI Shu_min

( Institute of Science , Kunm ing Univ er sity of Science and

Technology , Kunm ing 650093, P R Chin a )

Abstract: The travelling wave solutions (TWS) in a class of P. D. E. is studied. The travelling wave

equation of this P. D. E. is a planar cubic polynomial system in three_parameter space. The study for

TWS becomes the topological classifications of bifurcations of phase portraits defined by the planar

system. By using the theory of planar dynamical systems to do qualitative analysis, all topological

classifications of the cubic polynomial system can be obtained. Returning the results of the phase

plane analysis to TWS, u(N) , and considering discontinuity of the right side of the equation of TWS

when N= x - ct is varied along a phase orbit and passing through a singular curve, all conditions of

existence of smooth and nonsmooth travelling waves are given.

Key words: nonlinear wave equation; solitary travelling wave; periodic travelling wave; dissmooth-

ness of wave
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