
文章编号: 1000_0887(2001) 11_1217_04

一类反应扩散方程解的熄灭现象
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摘要:  利用能量估计方法讨论了下述反应扩散方程的初边值问题

  5 u
5 t = $u - K | u |

C- 1u - Bu   ( ( x , t ) I 8 @ ( 0, + ] ) ) ,

  u(x , t) | 5 8 @ ( 0,+ ] ) = 0,

  u(x , 0) = u0( x ) I H 10( 8 ) H L1+ C( 8 )   ( x I 8 )

解的渐近性态,分别给出解熄灭的充分条件和必要条件# 这里 K> 0, C> 0, B> 0为常数, 8 < RN

为有界域# 文末给出说明文中方法处理高阶方程的例子# 
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1  引言与引理

有关反应扩散方程初边值问题解的整体(局部)存在性渐近性质的讨论十分活跃[ 1~ 9]# 应

用5 u/5 t = $u - K| u | C- 1u的初边值问题[ 2, 3]的有关结果,文[ 4]通过一个变换对方程5u/ 5 t
= $u- K| e

Bt
u |

C- 1
u- Bu的第三边值问题,给出类似于[ 3] 的解的熄灭现象的充要条件# 本

文则讨论下述初边值问题

  5u/ 5 t = $u - K| u | C- 1u - Bu   ( ( x , t ) I 8 @ (0, + ] ) ) , (1)

  u( x , t ) | 5 8@ ( 0, + ] ) = 0, (2)

  u( x , 0) = u0( x ) I H 10( 8) H L 1+ C( 8 ) , (3)

其中 8 < R
N
(N \2) 为有界光滑区域, 5 8 为其边界, K, B, C为正参数,给出其解熄灭的充分

条件和必要条件# 问题(1) ~ (3) 曾在趋药学研究中作为数学模型导出[ 8]# 

为了主要结果的证明,先给出两个引理:

引理 1  设 y ( t ) \ 0满足下述不等式

  5y /5 t + Cyk / 2+ 2By [ 0   ( k I (1, 2) ; t > 0) , y (0) > 0
则有如下指数型衰减估计

  y ( t ) [ y (0) (2- k )/ 2 + C/ (2B) e- (2- k) Bt - C/ (2B) 2/ (2- k )   ( t I (0, T 0) ) ,
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  y ( t ) S 0   ( t I ( T 0, + ] ) )# 

证明  考虑 Bernoulli方程

  dy / dt + Cyk / 2+ 2By = 0   ( t > 0) ,

  y (0) > 0, y ( t ) \ 0,

按照标准的方法,通过解此方程和应用比较定理, 不难给出上述估计# 

引理 2[ 2]  设 K> 0, C \ 1,则存在常数 C, Tc,使

  dy / ds + ( C- 1) (1 - BQ
C- 1
) y \- 2( C+ 1) E 0 > 0,

  y (0) > 0

的解满足 y ( s) > C, s I ( Tc, + ] )# 上面的 E 0 < 0,和 Q> 0由(11) 式选定# 

定义  若存在 T 0 I (0, + ] ) ,对问题(1) ~ (3) 的解 u( x , t ) 成立

  u( x , t ) S 0   a. e.  ( x , t ) I 8 @ [ T 0, + ] ) ,
则称解 u ( x , t ) 在有限时间 T S infT 0内熄灭# 

2  主 要结 果

定理 1  设 K> 0, C I (0, 1) , +u0 + > 0,则问题(1) ~ (3) 的解 u( x , t ) 将熄灭, 并有

  +u + [ +u0 + (2- k )/ 22 + C/ (2B) e
(2- k ) Bt
- C/ (2B)

2/ (2- k )   ( t I [ 0, T 0) ) ,

(4)

  +u + = 0,   ( t I [ T 0, + ] ) ) ,

其中 C , T 0均为与 u( x , t ) 无关的常数, + # +表示 L 2范数, + # +p 今后用于表示Lp 范数, k

= [5N (1- C) + 4(1 + C) ] / [ N (1 - C) + 4]
证明  用 u( x , t ) 乘方程(1) 的两边后关于 x 在 8 上积分得

  1
2

d
dt

+u +2
+ + ü +2
+ K+u +1+ C

1+ C+ B+u +2
= 0# (5)

由Gagliardo_Nirenberg不等式[ 1, 5]有

  +u + [ C +u +1- H
C+ 1 # +¨u +H
, (6)

其中 H= N (1- C) / [ N(1- C) + 2(1+ C) ] , C 为某常数# 由于 CI (0, 1) ,易知 H I (0, 1) ,

若取 k = [ 2N (1- C) + 4(1+ C) ] / [ N (1- C) + 4] 对(6) 式两边 k次方后应用HÊ lder不等式[ 6]

有

  +u +k [ CE+ u +C+ 1
C+ 1+ E+ ü +2
, (7)

其中任意 E> 0, CE为与E有关的正常数# 

由于 C I (0, 1) ,由 k 的表达式知k I (1, 2)# 选取合适的 E> 0,使得存在 C > 0,将(7)

代入(5) 式后有:

  d
dt +u +

2 [ - C +u + k - 2B+u +2# 

在引理1中令 y = +u +2 \ 0, y ( 0) = +u0 +2
即得(4) 式# 

定理 2  设 K> 0, C\ 1, + u0 + > 0, 则问题(1) ~ (3) 的解不会熄 ,且有估计式

  +u + \ C exp(- Q1- Ct )   ( t I ( T 1, + ] ) ) ,
其中 C, Q, T 1 均为不依赖于 u( x , t ) 的正常数# 

证明  若 C= 1, (1) ~ (3) 成为线性问题,其解不会熄灭,下面设 C> 1# 

类似于[ 2] , 作变换
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  v( x , s) = Qesu( x , QC- 1s) ,

  s = Q1- Ct ,
其中 Q为待定常数, 此时(1) ~ (3) 变换为

  5v/ 5 s - QC- 1$v + Ke( 1- C) s | v | C- 1v - v + BQC- 1 v = 0# (8)

分别用 v 和
5 v
5s 乘(8) 式的两边后对 x 在 8 上积分得

  1
2

d
ds +v +

2
+ Q

C- 1 + v̈ +2
+ Ke
( 1- C) s +v +C+ 1

C+ 1- (1 - BQ
C- 1
) +v +2
= 0, (9)

和    5v
5 s

2

+
d
ds

1
2
QC- 1 + v̈ +2
+

K
C+ 1

e(1- C) s +v +C+ 1
C+ 1-

1- BQC- 1

2
+v +2
=

      - K
C+ 1
( C- 1) e
(1- C) s +v +C+ 1

C+ 1 [ 0# (10)

从而

dE( s )
ds

S d
ds

1
2
QC- 1 + v̈ +2
+

K
C+ 1

e(1- C) s +v +C+ 1
C+ 1-

1- BQC- 1

2
+v +2 [ 0,

故有   E( s ) [ E (0) S E 0,

这里 E0 =
1
2
QC- 1 + v̈ (#, 0) +2
+

K
C+ 1

e(1- C) s +v (#, 0) +C+ 1
C+ 1 -

1- BQC- 1

2
+v(#, 0) +2
=

    QC+ 1 1
2

+ ü0 +2
+

K
C+ 1

+u0 +C+ 1
C+ 1 -

1- BQC- 1

2
Q
2 +u0 +2
, (11)

选取 Q充分小,使 E 0 < 0, 1- BQ
C- 1
> 0,于是有

- Ke(1- C) s +v +C+ 1
C+ 1 \- ( C+ 1) E0+

QC- 1( C+ 1)
2

+ v̈ +2
-

1- BQC- 1

2
(1 + C) +v +2
,

(12)

由( 12) , ( 9)式得

d
ds

+v +2
+ ( C- 1) (1- BQC- 1) +v +2 \- 2( C+ 1) E0 > 0# 

在引理2中令 y = +v +2
, y (0) = +v(#, 0) +2
= +u0 +2
> 0即知存在常数 C > 0,使得

  +v +2
> C,

再由所做变换得证本定理# 

3  举   例

L
p 积分模估计方法还可以应用到高阶方程、退化抛物型方程(组) [ 3, 7] 等领域# 

例  考虑高阶方程的初边值问题

  5u/ 5 t + $2
u + K| u |

C- 1
u + Bu = 0   ( ( x , t ) I 8 @ (0, + ] ) ) ,

  5 iu/ 5Mi 5 8@ ( 0, + ] ) = 0   ( i = 0, 1) ,
  u( x , 0) = u0( x )   ( x I 8) ,

这里 K> 0, C I (0, 1) , 5/ 5M表示5 8 上的单位外法向导数# 仿定理1的作法,成立下面的能

量等式

  1
2

d
dt +u +

2
+ +$u +2
+ K+ u +C+ 1

C+ 1+ B+u +2
= 0# 

根据 Gagliardo_Nirenberg 不等式和 HÊ lder 不等式,按定理 1的证明过程可有估计

  d
dt

+u +2 [ - C +u + k 1(1- H/ 2) - 2B+ u +2
,
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其中 k1, H分别由Gagliardo_Nirenberg不等式和HÊ lder不等式给出,由引理1及定理1得形如(4)

的估计

  +u + [ +u0 + (2- h)/ 2+ C / 2B e( h- 2) Bt -
C
2B

2/ 2- h

  ( t I [ 0, T 0) ) ,

  +u + S 0   ( t I [ T 0, + ] ) ) ,
其中 h = k1(1- H/ 2) , 且有 1 < h < 2# 
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The Extincti on B eha vi or of the S ol uti ons f or

a Cl ass of R eaction_Diffusi on Equati on s

CHEN Song_lin

( Depar tm ent of Mathem atics Phy sics , Aahu i Un iver sity of Techn ology ,

Ma . an shan , Anhu i 243002, P R China )

A bst ra ct : The methods ofLp estimation are used to discuss the extinction phenomena of the solutions

to the following reaction_diffusion equations with initial_boudnary values

  5 u/5 t = $u - K | u | C- 1u - Bu   ( ( x , t ) I 8 @ ( 0, + ] ) ) ,

  u(x , t) | 5 8 @ ( 0,+ ] ) = 0,

  u(x , 0) = u0( x ) I H 10( 8 ) H L1+ C( 8 )   ( x I 8 ) ,

A sufficient and a necessary condition about the extinction of the solutions is given. Here K> 0, C>

0, B> 0 are constants, 8 I RN is bounded with smooth boundary5 8 . At last, it is simulated with a

higher order equation by using the present methods.

K ey w ords: reaction_diffusion equation; extinction; Lp estimation; Bernoulli equation
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