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摘要:  任一几何平均收缩比率小于 1(简称 g_收缩映射)的由完备的非空度量空间 M 到M 的复合

序列映射,复合周期映射有在 M 中的唯一的不动点# 文中给出定理应用于一组非线性微分方程

以及扁壳轴对称弯曲的耦合的积分方程的解的存在和唯一性证明的应用例子# 
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引   言

收缩映射已有许多研究工作,例如 Rhoades在 1977年比较了完备度量空间中各种不同定

义的收缩映射(从 25种基本型式变化而得的超过 100多种型式) [ 1]# 至今这类研究仍在进行,

例如[ 2]# 本文研究基于 Banach型的序列复合映射, 周期复合映射# 复合映射可以看作是下

述许多情况的抽象描述: 如在一个过程或一个程序中不同阶段(时期)用不同的规律(函数或映

射) , 又如在解耦合的微分或积分或积分微分方程的迭代过程,等等# 本文的主要结果是:任一

几何平均收缩比率小于 1(即 g_收缩映射)的由完备的非空度量空间 M 到M 的复合序列映射,

复合周期映射在 M 中有唯一的不动点# 这结果表明:不管个别(部分)的映射的收缩比率大

小,只要(总体的)几何平均收缩比率小于 1, 不动点的存在和唯一性就可确保# 因此对收缩比

率的限制松于 Banach收缩映射定理对每一个映射(小于 1)的要求# 

本文给出两个应用本文定理的例: 一个是带初始条件的轮换的非线性微分方程组,另一个

是回转扁壳轴对称弯曲的耦合的积分方程# 

虽然,带初始条件的非线性微分方程

  dx / dt = f ( t , x ) , x ( a) = b, (1)

如 f 连续并对x 满足 Lipschitz条件, 解的存在和唯一性已在许多教科书中作了证明(如[ 3] 用

/ Cauchy_Lipschitz定理0, [ 4]用/ Picard定理0, 或[ 5] ) ,但本文推广至一组/ 轮换型0的带初始条

件的非线性微分方程组

  dx i+ 1/ d t = f i ( t , xi ) , xi ( a i ) = bi   ( i = 1, 2, ,, k ; k + 1 = 1)# (2)

至于圆板和旋转扁壳非线性轴对称弯曲亦有大量的研究工作# 将问题转化为积分方程也
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是一种解法# 如[ 6]所述很难准确说谁是首先这样做,似乎Keller 和 Reiss[ 7]在圆板, Reissner[ 8]

在扁壳较早地将问题转化为积分方程# 虽然他们也用迭代法求解,并发现在 p 0 < 6813迭代过

程收敛
[ 7]

,但理论的证明仍欠缺# 本文应用本文定理, 对回转扁壳由Marguerre理论导出的一

组两个二阶常微分方程[ 8] ,应用 Green函数转化为耦合的积分方程[ 6, 8] , 证明积分方程有唯一

解# 

1  主 要结 果

下文研究序列映射 T i , i I N= 1, 2, , # 其中T i 映射X i 到X i+ 1, PX i < M , M 是一

完备的非空度量空间# 

定义 111  若一序列映射 T i ,对每一 i I N满足

  T i : X i y X i+ 1或 x i+ 1 = T ix i ,   ( x i I X i < M ) , (3)

递推并定义

  x i+ 1 = T i . T i- 1 . , . T1x 1 S T
i
x 1, (4)

式中

  T i S T i . T i- 1
, T1 S T1# (5)

称T i 为 复合序列映射, 记号 F. G表示映射 F和 G的复合# 

定义 112  我们称 ri 为T i 的收缩比率,

  ri = sup
x, y I X

i

[ d (T i
x ,T i

y ) / d(T i- 1
x , Ti- 1

y ) ] \ 0, (6)

式中 d( x , y ) 表示 x、y 在M 中距离,T 0 S 1# 显然

  d(T n
x , T n

y ) [ r 1r 2,rnd ( x , y )   ( Px , y I M )# (7)

定义 113  我们称复合序列映射T i 为 g_收缩映射,若存在一常数 G 使得对每一个 i I N,

其几何平均收缩比率 G i 满足

  0 [ G i = ( r1r 2 ,ri )
1/ i

< G < 1   ( P i I N)# (8)

定理 1  任一由完备的非空度量空间 M 到M 的复合序列 g_收缩映射在 M 中有唯一的不

动点# 

证明  设T i 为满足(8) 式的复合序列映射# 在 M中任选一点y ,令 x = T 1
y ,由(7) 式,点

T n
y 的序列, 满足

  d(T
n+ 1

y ,T
n
y ) [ G

n
n d(T1y , y )   ( n > 0)# 

由三角不等式, 当 m \ n 时,有

  d(Tm
y ,T n

y ) [ d (Tm
y ,Tm- 1

y ) + d (Tm- 1
y ,Tm- 2

y ) + ,+ d(T n+ 1
y ,T n

y ) [

      ( G
m- 1
m- 1+ G

m- 2
m- 2+ ,+ G

n
n) d (T1y , y )# 

由( 8)式,得

  d(T
m

y ,T
n
y ) [ ( G

m- 1
+ G

m- 2
+ ,+ G

n
) d (T1 y , y ) ,

  l im
m , n y ]

d (Tm
y ,T n

y ) [ [ G
n

/ (1- G) ] d (T1y , y ) = 0# 

因 M 完备,序列 T n
y 在M 中有一极限点z# 显然, z 是T n 的不动点,即T n

z = z# 这一不动点

是唯一的# 因为如果有两个不动点 z 和w ,即T n
z = z 及T n

w = w ,则 d ( z , w ) = d(T n
z ,T n

w )

[ G
n
d ( z , w ) y 0( n y ] ) ,即 z 唯一# (证毕)

显然这定理允许 rn 序列中部分的映射的收缩比率r i \ 1只要(8) 式成立;而 Banach收
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缩映射定理要求每一映射的收缩比率小于1# 所以,本定理更一般# 当T i = T ,对 P i I N时,

映射T
i
变成普通映射,定理1变为 Banach收缩映射定理# 

在实际应用上重要的一类复合序列映射是复合周期映射# 

定义 114  在复合序列映射T i 中如有

  T k+ i = Ti   i I N, (9)

则称为周期为 k 的复合周期映射, 记作 Pn
j # 其中右上标 n代表周期(循环) 次数, 下标 j I K

= (1, 2, ,, k) 代表映射对应空间 X j ,有

  Pn
j = Pj . P n- 1

j , (10)

  Pj = T k- j . T k- j- 1 . T k- j- 2 . , . T j+ 1 . Tj , (11)

  Pj : X j y X j+ k = X j , (12)

或    x k+ j = Pj xj   xj , x k+ j I X j# (13)

定理 2  任一由完备的非空度量空间 M到M 的复合周期 g_收缩映射在M 中有唯一的一

组 k 个互相连系的不动点,即存在 x
*
j I X j < M,使

  Pj x
*
j = x

*
j , Tj x

*
j = x

*
j+ 1, x

*
k+ j = x

*
j   j I K# (14)

证明  对于复合周期 g_收缩映射情形, ( 7)式为:

  d(Pn
j x , P n

j y ) [ F
k

j = 1

r j
n
d ( x , y ) = ( G

k
k)

n
d( x , y ) ,   ( Px , y I X j < M ) , (15)

式中   Gk = F
k

j = 1
rj

1/ k
< G < 1# 

与定理 1的安排一样,用 Pn
j ( j I K ) 代替T i

,可以证明P n
j 有唯一的不动点x

*
j ,即P n

j x
*
j =

x
*
j , 于是 Pj x

*
j = Pj (P

n
j x

*
j ) = P

n+ 1
j x

*
j = x

*
j , ( n y ] )# 又T j x

*
j = x

*
j+ 1 = T j+ kx

*
j+ k = x

*
j+ k+ 1,

故 x
*
j+ k = x

*
j , ( j I K )# (证毕)

当 k = 1,定理 2即为 Banach收缩映射定理# 

2  应   用

下文给出两个应用例子# 

定理 3  设 f i ( t , xi ) 在矩形 R i = ( t , xi ) : | t - ai | [ h i , | xi - bi | [ Ki 有定义,连续

并对 x i 满足 Lipschitz条件,即存在常数 L i > 0使

  | f i ( t , u) - f i ( t , v) | [ L i | u - v |   ( t , u) , ( t , v) I R i , (16)

则一组/轮换型0非线性微分方程带动初始条件

  dx i+ 1/ d t = f i ( t , xi ) , xi ( a i ) = bi   ( i = 1, 2, ,, k ; k + 1 = 1) (17)

在 h i 上有唯一解x
*
i ( t )# 

证明  ( 17)式等价于求解积分方程

  x i+ 1( t ) = Q
t

a
i+ 1

f i ( v, xi ( v) )dv + bi+ 1   ( i = 1, 2, ,, k ; k + 1 = 1)# (18)

记  mi = sup
( t, x

i
) I R

i

| f i ( t , x i ) | ,   i I K = (1, 2, ,, k )# 

xi I X i = C[ a i - hi , a i + hi ] < M, X i 为连续函数空间使图象( t , x i ( t ) ) I Ri , 且 x i ( ai )

= bi 的函数x i ( t ) 的全体# 

将( 18)式看作映射T i : X i y X i+ 1, Xk+ 1 = X 1,即
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  x i+ 1 = T i xi = T i . T i- 1 . ,. Tj xj   ( i > j ) , (19)

由于是/轮换型0,即下标 k + 1 = 1,因此映射是复合周期映射# (19) 式写成( i > k) :

  x n k+ j = P
n
j xj   ( j I K )  xj , xn k+ j I X j# (20)

首先我们证明当 xi I X i 时怎样令 xi+ 1 I X i+ 1# 

  | x i+ 1( t ) + bi+ 1 | = | T i xi - bi+ 1 | = Q
t

a
i+ 1

f i ( v , x i ( v ) )dv [

      | t - ai+ 1 | mi [ hi+ 1mi < Ki+ 1, (21)

式中   hi+ 1 = | t - ai+ 1 | <
Ki+ 1

mi
# (22)

若 h i+ 1按(22) 式取值,可使

  ( t , xi+ 1( t ) ) I R i+ 1 = ( t , xi+ 1) : | t - ai+ 1 | [ h i+ 1, | xi+ 1- bi+ 1 | [ Ki+ 1

且 xi+ 1( ai+ 1) = bi+ 1# 于是

  x i+ 1( t ) I X i+ 1 = C [ ai+ 1- hi+ 1, ai+ 1+ h i+ 1]# 

其次,我们来证明当任一 u, v I X j 时,怎样才能使复合的周期映射是 g_收缩的# 

  d(T j u,T j v) = max
| t- a

j + 1
| [ h

j+ 1
Q

t

a
j+ 1

[ f j ( s , u( s) ) - f j ( s, v( s ) ) ] ds [

      Ljhj+ 1d ( u, v)   u, v I X j , (23)

递推,得

  d(Pj u, Pj v) [ F
k

j = 1
L jhj+ 1d( u , v )# (24)

令    G
k
k = F

k

j = 1

L jhj+ 1 < G < 1   ( hk+ 1 = h1) , (25)

选取 hj 令(25) 式成立# 其中简单的一种,令

  hj+ 1 <
G

Lj+ 1
, (26)

结合( 22)式,取

  hj+ 1 < min
Kj+ 1

mj
,

G
L j+ 1

, (27)

即可使复合周期映射 P n
j 是 g_收缩的# 据定理 2,存在有唯一不动点 x

*
j I X j ( j I K )# 即

(17) 式在 hj 上有唯一解 x
*
j ( t ) ( j I K ) # (证毕)

定理 3的应用例子# 

例  下述微分方程解的例子# 

  
dx 2/ dt = f 1( t , x 1) = x

2
1,

dx 1/ dt = f 2( t , x 2) = x 2,
(28)

  x 1( a1) = b1, x2( a2) = b2# (29)

定理 3是个存在性定理,并未涉及如何求解# 若满足其条件, 解保证存在# ( 28)式的解

为:

  x 1 = Aexp( 2ct ) , x2 = B exp(4ct ) , c = (1/ 16)
1/ 3

, (30)

常数 A、B 由初始条件(29) 式定出为:

  A = b1exp(- 2ca1) , B = b2exp(- 4ca2)# (31)
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这个解的存在范围 h1、h2,依赖于初始条件# 

  K1 = | x 1- b1 | = | b1( e2c( t- a
1
)

- 1) | ,

  K2 = | x 2- b2 | = | b2( e4c( t- a
2
)

- 1) | # 

若 b1 = b 2= 0,则 K1 = K2 = 0, 按(27) 式, h1 = h2 = 0, 即仅 t = a1和 t = a2时解才存在# 

可见解的存在范围与初始条件有关# 

作为定理 2的应用的另一例子是均匀、各向同性弹性薄壳轴对称弯曲问题# 依 Marguerre

理论,问题归结为解无量纲微分方程
[ 6, 8]

:

  
x

d
dx

1
x

d
dx

( x<) = W( <+ z1) + px ,

x
d
dx

1
x

d
dx

( xW) = - <
1
2
<+ z 1 # 

(32)

边界条件:如为固端,有

  
x = 0, <(0) = 0, W(0) = 0,

x = 1, <(1) = 0, MW(1) - Wx(1) = 0# 
(33)

应用 Green函数, ( 32)和( 33)归结为下列积分方程[ 6, 8] :

  <( x ) = Q
1

0
g1( x , t ) h [ W( t ) , <( t ) ] dt + p ( x ) , (34)

  W( x ) = Q
1

0
g 2( x , t ) f [ <( t ) ] dt , (35)

  h[ W( t ) , <( t ) ] = W( t ) [ <( t ) + z 1( t ) ] , (36)

  f [ <( t ) ] = <( t )
1
2
<( t ) + z 1( t ) , (37)

  gi ( x , t ) =

1
2

t
Li

-
1
t

x ,  0 < x < t ,

1
2

x
Li

-
1
x

t ,  t < x < 1,

  i = 1, 2, (38)

  L1 = 1, L2 = (1 - M) / (1+ M)# 

<, W分别为与变形和应力有关的函数; z 1( t ) 为变形前壳体中面方程; p ( x ) 为荷载项; M为泊松

比# 

记

  <( x ) I X 1 = C [ a, b ] < M,   0 < a < b < 1,

  W( x ) I X 2 = C[ c, d ] < M,   0 < c < d < 1# 

将( 34)、( 35)写成

  < = H( W, <) , (39)

  W= F( <) , (40)

式中

  H( u , v ) = Q
1

0
g1( x , t ) h[ u( x ) , v ( t ) ] dt   u I X 2, v I X 1, (41)

  F( v ) = Q
1

0
g2( x , t )f [ v ( t ) ] dt   v I X 1# (42)

将( 40)代入( 39) , 得

  < = H[F( <) , <] = P<, (43)
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式中 P = H . F为复合周期映射# H: X 1 @ X 2 y X 1, F: X 1 y X 2, P = H . F: X 1 y X 1# 

用迭代法解( 43)# 给出 <1, 代入得 <2,递推,得:

  <n+ 1 = P
n
<1# (44)

下面,我们证明迭代过程收敛# 

  d(Fu, Fv ) = | F[ f ( u) ] - F[ f ( v) ] | =

      Q
1

0
g2( x , t ) f [ u( t ) ] - f [ v ( t ) ] dt [

      Q
1

0
g2( x , t )dt max

0 [ t [ 1
| f [ u ( t ) ] - f [ v( t ) ] | =

      | rf ( x ) | max
0 [ t [ 1

1
2 [ u( t ) + v( t ) + z 1( t ) ] [ u( t ) - v( t ) ] [

      | rf ( x ) | max
0 [ t [ 1

1
2

| u( t ) + v ( t ) + z 1( t ) | | u( t ) - v( t ) |

u, v I X 1, (45)

式中   rf ( x ) = Q
1

0
g2( x , t )d t =

x
2

[ M/ (1 - M) + lnx ]# (46)

在闭区间 [ a, b ] 上连续函数 u、v 必有最大值,设其最大值为 m, ( z 1( t ) 项很小略去) ,则

(45) 式写成:

  d(Fu, Fv ) [ | rf ( x ) | md( u, v)   u , v I X 1# (47)

又看

  d(Hw ,Hy ) = | H[ w ( x ) , u( x ) ] - H[ y ( x ) , u( x ) ] | =

      Q
1

0
g1( x , t ) h[ w ( t ) , u( t ) ] - h [ y ( t ) , u( t ) ] dt [

      Q
1

0
g1( x , t )dt max

0 [ t [ 1
| h[ w ( t ) , u( t ) ] - h[ y ( t ) , u( t ) ] | [

      | r h( x ) | max
0 [ t [ 1

| [ u( t ) + z1( t ) ] | | w ( t ) - y ( t ) | [

      | r h( x ) | md ( w , y )   w , y I X 2, u I X 1, (48)

式中

  rh( x ) = Q
1

0
g1( x , t )dt =

1
2 x lnx# (49)

由于H: X 1 @ X 2 y X 1, F: X 1 y X 2,记

  
d( u2, v 2) = d(Hw ,H y ) ,

d( w , y ) = d(Fu1, Fv1) ,
  

u1, v 1, u2, v2 I X 1,

w , y I X2,

于是由( 45) ~ ( 49) ,得

  d( u2, v 2) = d(Pu1, Pv1) [ | rh( x ) | | rf ( x ) | m
2

d( u1, v1)# (50)

选取 x 足够小,如 x [ xL ,使

  | r h( xL ) | | rf ( xL ) | m
2 [ G < 1, (51)

则类似定理1的证明,有

  l im
m , n y ]

d (P
m

u, P
n
u) [ [ G

n
/ (1 - G) ] d (Pu, u) = 0,   Pu I X 1

即迭代过程收敛# 亦即( 43)式有唯一解 <( x ) , (0 < x [ xL )# (证毕)
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Fixed Point Theorem of Composition g_Contraction

Mapping and Its Applications

YUN Tian_quan

( Depa rtm ent of Mechan ics , South China University of Techn ology ,

Guan gzhou 510641, P R China )

Abstract: Any composition sequential mapping, periodic composition mapping of a complete non_

empty metric spaceM intoM with geometric mean contraction ratio less than 1( simplifying as / g_con-

traction mapping0) has a unique fixed point in M . Applications of the theorem to the proof of exis-

tence and uniqueness of the solutions of a set of non_linear differential equations and a coupled inte-

gral equations of symmetric bending of shallow shell of revolution are given.

Key words: contraction mapping; g_contraction mapping; Banach contraction mapping theorem;

functional analysis; differential equation; integral equation; shallow shell
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