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在部分区域上的奇摄动反应扩散方程
初始边值问题解的渐近性态
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摘要:  讨论一类在部分区域上的奇摄动反应扩散方程初始边值问题# 利用算子理论, 得到了相

应问题解的渐近性态# 
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作者曾在文[ 1] ~ [ 7]中讨论了一类非线性方程奇摄动问题# 今提出一类在部分区域上的

奇摄动问题# 考虑如下反应扩散方程的初始边值问题:

  ut - KE( x ) ( L( u) ux ) x + Kx ( u) + f ( x , t , u) = 0,

( t , x ) I ( 0, T ) @ ( (0, A) G ( A, 1) ) , (1)

  u( t , 0) = 0, (2)

  u( t , 1) = 0, (3)

  u(0, x ) = 0, (4)

其中 E为正的小参数, L、K、f 关于其变元有二阶连续的偏导数, K 关于u 为严格单调, L( u) \

L0 > 0, f u \ c0 > 0, A I (0, 1) 为常数,而

  KE( x ) =
1,   x I (0, A] ,

E,   x I ( A, 1)# 

今用算子理论来讨论问题( 1) ~ ( 4)的解# 

设 L为 u( t , x ) I C( [ 0, T ] @ [ 0, 1] ) H C
1
( (0, T ) @ (0,1) ) ,并使得 u ( x , t ) | t I [ 0, T ] , x I [ 0, A]

I C
2
( (0, T ) @ (0, A) ) , u( x , t ) | t I [ 0, T ] , x I [ A, 1] I C

2
( (0, T ) @ ( A, 1) ) 的函数空间# 在 L上对给

定的 E> 0定义算子M :
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    M u( t , x ) =

u( t , 0) ,   x = 0,

ut - KE( x ) ( ( L( u) ux ) x + Kx ( u) + f ( x , t , u) ) ,

( t , x ) I (0, T ) @ ( (0, A) G ( A, 1) ) ,

u( t , 1) ,   x = 1,

u(0, x ) ,   t = 0# 

因此,我们要研究在 L中满足Mu = 0的解# 关于初始边值问题M u = 0的解存在唯一性,莫

嘉琪已在另文中讨论# 现着重研究问题解的渐近性态[ 8]# 

设 B( s ) = Q
s

0
L( u)du# 因为 L( u) > 0, 显然 B( s) 为单调增加的函数 # 再设 G( x ) I

C
]
[ A, 1] , 使得 G( x ) \0, Gc( x ) [ 0, G( A) = 1, G(1) = 0# 设 uE( t , x ) I L为问题MEu =

0的解# 将MEuE与GB( uE) 在 L
2
( A, 1) 空间意义下作内积, 有:

  (M uE, GB( uE) x ) = 0# 

由此可得:

  ( ( uE) t , GB( uE) ) + (Ku ( uE) ( uE) x ( B( uE) ) x , G) =

      -
E
2
[ ( B( uE) ) x( A) ]

2
-

E
2Q

1

A
[ ( B( uE) ) x ]

2 Gc( x )dx -

      Q
1

A
[ Kx ( uE) + f ( t , x , uE) ] ( B( uE) ) xGdx# (5)

今在 Sobolev 空间 W
1, 2

( (0, T ) @ (0, A) ) 上定义一个线性算子 L:

  Lu =

u ( t , 0) ,       x = 0,

u t - ( L( uE) ux ) x ,   x I (0, A) ,

u ( t , A) ,       x = A,

u (0, x ) ,       t = 0# 

设 �u I W
1, 2

( (0, T ) @ (0, A) ) 为Lu = 0的解# 不难看出, +�u +W
1, 2

( (0, T )@ (0, A)) 和 | �ux( t , A) | 均

为关于 E为一致有界的# 

令 R ( t , x ) = uE( t , x ) - �u ( t , x ) I W
1, 2
0 ( (0, T ) @ (0, A) )# 这时在( t , x ) I ( 0, T ) @ (0,

A) 上有:

  R t - ( L( uE) Rx) x + Kx ( uE) Rx = - f ( t , x , uE) - Kx ( uE)�ux# 

设函数 �G( x ) I C
]
0 (0, A) ,其中 C

]
0 (0, A) 为 C

]
(0, A) 上的紧支空间# 再对上述两端分

别与 R( t , x ) 和 �GL( uE) Rx( uE) 在 x I ( 0, A) 上作内积# 可得:

  ( R t , R ) - ( ( L( uE) Rx) x , R) + (Kx( uE) Rx , R ) = (F , R) ,

  ( R t , �GL( uE) Rx) - ( ( L( uE) Rx) x , �GL( uE) Rx ) + (Kx ( uE) Rx , �GL( uE) Rx) =

      ( F , �GL( uE) Rx) ,

其中 F = - f ( t , x , uE) + Kx( uE)�ux# 

由上述两式,可以分别得到:

  ( R t , R ) + ( L( uE) Rx , Rx ) -
1
2
( ( Ku ( uE) ) xR, R ) = ( F , R) ,

  ( R t , �GL( uE) Rx) -
1
2
[ L( uE( A) ) Rx ( A) ]

2
+

1
2
( L( uE) Rx , �GcL( uE) Rx ) +

      ( Ku( uE) Rx , �GL( uE) Rx ) = ( F, �GL( uE) Rx )# 
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因为 F在L
2
( (0, T ) @ (0, A) ) 中关于 E为一致有界, 故由上述两式可知 +R +W

1,2
(( 0, T ) @ (0, A) )与

| Rx ( t , A) | 关于 E一致有界# 所以我们有:

  +uE+W1,2(( 0, T ) @ (0, A) ) [ C1, | ( uE( t , A) ) x | [ C2, (6)

其中 C1, C2为与 E无关的常数# 

考虑到( 6) ,又因 +( uE) x +L
1
((0, T ) @ (0, 1)) 关于 E一致有界[ 9, 10]

,故由(5) 存在与 E无关的常

数 C3,使得:

  Q
1

A
| [ Ku( uE) ( uE) x ] [ Bx( uE( t , x ) ) ] G( x ) | dx [ C3# 

因此,当 Ku ( uE) \ 0时,存在与 E无关的常数C4,有:

  Q
1

A
[ K u( uE) ( uE( x ) ) x ]

2G( x ) dx [

      
C4

r 0Q
1

A
| [ Ku ( uE) ( uE( x ) ) x ] [ Bx( uE( t , x ) ) ] G( x ) | dx [

C 3C4

r 0
# 

所以得到 Ku ( uE) ( uE) x 在L
2
( (0, T ) @ ( A, r ) ) 中关于 E一致有界,即:

  +K u( uE) ( uE) x +L
2
( (0, T )@ ( A, r ) ) [ C5, (7)

其中 A< r < 1, 而 C 5 = C3C 4/ r 0 # 

由

  (MEuE, B( uE) x) = 0

出发, 当 Ku( uE) [ 0时, 用上述类似的方法估计, 可进一步得到 Ku ( uE) ( uE) x 在L
2
( (0, T ) @

( A, 1) ) 中关于 E一致有界,即:

  +K u( uE) ( uE) x +L
2
( (0, T )@ ( A, 1)) [ C6, (8)

其中 C6为与 E无关的常数# 

设MEu的退化算子 M0为:

  M0u =

u( t , 0) , x = 0,

u t - ( L( u) ux) x + Kx ( u) + f ( t , x , u) ,   x I (0, A) ,

u( t , A
-
) - u( t , A

+
) ,

ux ( t , A
-
) - ux( t , A

+
) ,

u t + Kx( u) + f ( t , x , u ) , x I ( A, 1) ,

u(0, x ) , t = 0# 

现有如下定理:

定理 1  设Ku ( u) \ b0> 0,问题MEu = 0的解 uE( t , x ) ,当 Ey 0+ 时几乎处处收敛于M0u

= 0 的解 u0( t , x ) I C( (0, T ) @ (0, 1) ) , u0( t , x ) I C
2
( (0, T ) @ (0, A) ) , K ( u0( t , x ) ) I

C
1
( (0, T ) @ ( A, 1) ) ,且( u0( t , A

-
) ) x = ( u0( t , A

+
) ) x# 

证明  设 �c0 = max | f ( t , x , 0) | / c0 , 不难证明 <( x ) = - �c0, W( x ) = �c0 为MEu = 0的

一对上、下解# 故对任意的 E,有 +uE+L
1
( (0, T) @ (0, 1) ) [ �c0# 于是,存在一个函数 u0( t , x ) I

L
2
( (0, T ) @ ( 0, 1) ) ,并且在 L

2
( (0, T ) @ (0, 1) ) 中当 E y 0

+
时 uE弱收敛于u0# 又因关系式

(7) 成立, 可知( uE) x 在L
2
( (0, T ) @ (0, A) ) 中当 Ey 0+ 时也相应地弱收敛于( u0) x# 再利用

Rellich定理,可得 uE在L
2
( (0, T ) @ (0, A) ) 及逐点的意义下收敛于 u0# 

同样,我们可以证明,存在一个函数 g( t , x ) I W
1, 2

( (0, T ) @ ( A, r) ) ,使得当Ku ( uE) \ b0
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> 0,在 L
2
( (0, T ) @ ( A, r ) ) 和逐点的意义下当 E y 0+ 时收敛于 g,其中 r 为( A, 1) 间的任一

常数# 又因 K 为连续且关于u 为严格单调增加的函数, 所以有反函数 u0 = K
- 1
( g) , u0 I

C ( [ 0, T ] @ [ x 0, r ] ) ,且 uE在( A, r ) 中处处收敛于 u0# 即

  uE( t , x ) y u0( t , x ) ,   ( t , x ) I (0, T ) @ ( A, r )# (9)

下面我们再来证明 u0为问题M0u = 0的解# 

显然,由( 9)和MEuE= 0知, u0( x ) 满足M0u = 0的边界 x = 0条件和在界面 x = A的连

续条件# 

现证明 u0 在( t , x ) I ( (0, T ) @ (0, A) ) 上满足M0u = 0# 

事实上,设 �G( x ) I C
]
0 (0, A) ,将MEuE= 0在( t , x ) I (0, T ) @ (0, A) 上对应的关系式与

�G作内积:

  ( ( uE) t , �G) - ( ( L( uE) ( uE) x) x , �G) + (Kx ( uE) , �G) + (f ( t , x , uE) , �G) = 0,

即

  ( ( uE) t , �G) + (- L( uE) ( uE) x , �Gc) + (K ( uE) , �Gc) + (f ( t , x , uE) , �G) = 0# 

取极限 E y 0+ ,便得到:

  ( ( u0) t , �G) - ( L( u0) ( u0) x , �Gc) + (K ( u0) , �Gc) + ( f ( t , x , u0) , �G) = 0# 

由此可得

  ( ( u0) t , �G) - ( ( L( u0) ( u0) x ) x , �G) + (K ( u0) , �G) + ( f ( t , x , u0) , �G) = 0# 

又由 u0在[0, T ] @ [ 0, A] 上的连续性知, u0 在[ 0, T ] @ [ 0, A] 上满足 M0u = 0对应的方程# 

同理可证 u0在[ 0, T ] @ [ A, 1] 上满足M0u = 0对应的方程# 

最后我们来证明 u0( t , x ) 的导数在界面 x = A上满足 M0u = 0相应的界面条件# 即

  ( u0( t , A
-
) ) x = ( u0( t , A

+
) ) x# (10)

由MEuE= 0在( t , x ) I ( 0, T ) @ (0, A) 上所满足的方程及关系式(6) , B( uE)d在L
2
( (0, T )

@ (0, A) ) 上是有界的# 所以当 Ey 0+ 时,按 L
2
( (0, T ) @ (0, A) ) 和逐点的意义下, ( B( uE) ) x

y ( B( u0) ) x# 于是可得

  ( uE( t , A) ) x y ( u0( t , A
-
) ) x ,   E y 0

+ # 

另一方面, 由关系式( 7) , uE在L
2
( (0, T ) @ ( A, r ) ) 意义下关于 E一致有界,其中 r I ( A,

1) 为任意的常数# 

不难证明,当 Ku ( u) \ b0 > 0, [ B( uE)c] 4在L
1
( (0, T ) @ ( A, 1) ) 上当 E为足够小时是有界

的# 

再由MEuE= 0在( t , x ) I (0, T ) @ ( A, 1) 上满足对应的方程的两边对 B( uE)d在L
2
( (0, T )

@ ( A, 1) ) 意义下作内积,得:

  ( ( uE) t , B( uE)d) + E( B( uE)d, B( uE)d) =

      1
2Q

1

A
( K . B- 1

)c( B( uE) ) ( [ B( uE)c] 2)cdx + Q
1

A
f ( t , x , uE) B( uE)ddx# 

再进行分部积分,不难得知 + EB( uE)d +L
2
(( 0, T ) @ ( A, 1) ) 有界# 

设 G I C
]
( A, 1) 且 G \ 0, Gc [ 0, G( A) = 1, G(1) = 0, 再由MEuE = 0在 L

2
( A, 1) 上满

足对应的方程的两边对 GB( uE)d 作内积, 可得 + GB( uE)d +L
2
(( 0, T ) @ ( A, 1) ) 有界 # 因此有

( B( uE) ) x( A) y ( B( u0) ) x ( A
+
)# 由 B的单调性知,
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  ( uE( t , A) ) x y ( u0( t , A
+
) ) x ,   E y 0+ # 

于是关系式( 10)成立# 定理 1证毕# 

设MEu的退化算子 �M0为:

  �M0u =

u( t , 0) , x = 0,

u t - ( L( u) ux) x + Kx ( u) + f ( t , x , u) ,   x I (0, A) ,

u( t , 0
-
) - u ( t , 0

+
) ,

u t + Kx( u) + f ( t , x , u ) , x I ( A, 1) ,

u( t , 1) , x I 1,

u(0, x ) , t = 0# 

现有如下定理:

定理 2  设 Ku ( u) [ 0, 问题MEu = 0的解 uE( t , x ) ,当 Ey 0+ 时几乎处处收敛于M0u =

0的解 �u0( t , x ) I C( (0, T ) @ (0, 1) ) , �u0( x ) I C
2
( (0, T ) @ (0, A) ) , K ( �u0( t , x ) ) I C

1
( (0,

T ) @ ( A, 1) ) ,且 �u0( t , x ) 为唯一# 

证明  由定理1知, 当 Ku ( u) [ 0时, ( uE( t , x ) ) x在L
2
( (0, T ) @ (0, 1) ) 中当 Ey 0

+
时也

相应地弱收敛于( �u0) x# 同样,我们可以证明,存在一个函数g ( t , x ) I W
1, 2

( (0, T ) @ ( A, 1) ) ,

使得当 Ey 0+ 时 K ( uE) 在 L
2
( (0, T ) @ ( A, 1) ) 和逐点的意义下收敛于 g# 又因 K 为连续且

关于 u 为严格单调减少的函数,所以有反函数 �u0 = K
- 1
( g ) , �u0 I C ( [ 0, T ] @ [ A, 1] ) ,且 uE

在( t , x ) I (0, T ) @ ( A, 1) 中处处收敛于 �u0# 即

  uE( t , x ) y �u 0( t , x )   ( t , x ) I ( (0, T ) @ ( A, 1) )# 

与定理1相同的方法并考虑到关系式( 8) ,我们仍然可以证明 �u 0为问题M0u = 0的解,包

括满足在 x = 1处相应的边界条件# 

下面我们来证明 �u0 的唯一性# 

设问题�M0u = 0有两个解 u1, u2# 在 L
2
( A, 1) 上将对应的关系式�M0u1- �M0u2 = 0的两

边关于 sg
+
D ( K ( u1) - K ( u2) ) 作内积, 并取 D y 0+ ,可得:

  ( ( ( u1) t - ( u2) t ) , sg
+
D( K ( u1) - K ( u2) ) ) +

      [ K ( u1( A) ) - K ( u2( A) ) ] sg
+
( K ( u1( A) ) - K ( u2( A) ) ) -

      ( (f ( t , x , u1) - f ( t , x , u2) ) , sg
+
( K ( u1) - K ( u2) ) = 0# 

所以

  Q
1

A
[ f ( t , x , u1) - f ( t , x , u2) ]

+ dx [ 0# 

由此可得 u1 [ u2, ( t , x ) I ( [0, T ] @ [ A,1] )# 同理有: u2 [ u1, ( t , x ) I [0, T ] @ [ A,1]# 

再定义一个逆单调算子T:

Tu =

u( t , 0) , x = 0,

ut - uxx + (K . B- 1
) ( u) ux + f ( t , x , B- 1

( u) ) ,   ( t , x ) I ( (0, T ) @ (0, A) ) ,

u( t , A) - B( u1( A) ) , x = A,

u(0, x ) , t = 0# 

因为TB( u1) = TB( u2) ,再由 B的单调性,得到 u1 = u2, ( t , x ) I [0, T ] @ [ 0, A]# 定理证毕# 
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The Asymptotic Behavior of Solution for the Singularly

Perturbed Initial Boundary Value Problems of

the Reaction Diffusion Equations in a

Part of Domain

LIU Qi_lin1,  MO Jia_qi2

( 11Depar tm ent of Mathem atics , Nanjing Univ er sity , Nanjin g 210093, P R China ;

21 Depa rtm ent of Mathem atics , Huzhou Teacher s College , Hu zhou ,

Zhejian g 313000, P R China )

Abstract: A class of singularly perturbed initial boundary value problems for the reaction diffusion e-

quations in a part of domain are considered. Using the operator theory the asymptotic behavior of so-

lution for the problems is studied.

Key words: singular perturbation; reaction diffusion equation; initial boundary value problem
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