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摘要:  推导得到了二维流体力学变分通用公式 ,该公式适用于任何二维守恒型流体力学方程, 得

到的泛函受约于所谓的参数约束方程(控制方程中各参数间的相互关系式)# 消除参数约束, 我们

可以十分方便地从通用公式导得广义变分原理# 几个实例证明这种方法是有效的、简单的,并具

有普遍的意义# 
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引   言

在50年代,固体力学变分原理的发展非常神速,并出现了Hu_Washizu广义变分原理[ 1] ,这

是固体力学变分原理的里程碑;于此同时,流体力学变分原理中也出现了林家翘约束理论[ 2] ,

这是流体力学变分原理的里程碑# 80年代初钱伟长应用高阶拉氏乘子法导出了弹性力学中

最一般的广义变分原理[ 1, 3] , 这又是一次质的飞跃# 在流体力学方面, 钱伟长应用权余法和拉

氏乘子法,推导得到了粘性流体力学的广义变分原理[ 4] ,而刘高联提出了建立流体变分原理的

系统性方法[ 5] , 这都是很大的成就# 

诚然,流体力学变分原理的研究工作目前还远远落后于固体力学变分原理的研究工作[ 6] ,

这表现在下二方面: 1) 没有统一的广义变分原理; 2) 目前流体力学有限元计算基本上以

Galerkin加权余数法为基础, 这一现象正体现了建立流体力学变分原理的难度之大, 因而发展

落后于固体力学# 在 50 ) 60年代,许多学者曾企图借助固体力学中的 Hamilton原理, 来建立

流体力学的变分原理,其中 Herivel的工作引起广泛的关注[ 7] , 但是Herivel的变分原理只适合

一类特殊的流体
[ 8~ 10]

,并不适合所有的理想流体# 为了使 Herivel变分原理适合于所有的理想

流体, 必须加三个林家翘约束[ 2] ,相应地需要引入三个拉氏乘子, 这样就额外引入 6个人工变

量,从而使问题变得复杂# 关于流体力学中的 Hamilton原理的详细阐述,可参考文献
[ 10~ 12]# 

由于Hamilton原理不能直接应用于流体力学, 所以如何寻求流体力学的变分原理得到广
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大学者的普遍关注# 1990年刘高联详细论述了流体力学变分原理的建立与变换的系统途

径# 刘的系统途径可分为三大部分[ 5]
: 1) 反推法, 2) 拉氏乘子法# 这二条路线基本上同钱伟

长教授的权余法和拉氏乘子法,并都可以建立相应的变分原理( VP) , 亚广义变分原理( SGVP)

及广义变分原理( GVP) ,再通过 3)线性组合的方法可以十分简捷地构造广义变分原理的普遍

形式(GGVP)# 刘的第一条路线和钱伟长的反推法没有本质的区别# 

然而对于具体的流体力学问题,反推法一般需要特殊的技巧,有时甚至不大可能# 在这种

情况下宜采用刘的第二条路线,但识别拉氏乘子也并非易事# 在钱伟长和刘高联方法的基础

上,何吉欢提出了一种建立广义变分原理的半反推方法
[ 13]

, 这种方法不仅可以应用于流体力

学[ 14~ 16] ,也可以应用于弹性力学[ 17] , 应用该方法, 我们还得到了压电力学的耦合变分原

理[ 18, 19]及一些微极流体[ 20]和微极弹性力学的广义变分原理[ 21]# 

本文结合钱伟长的权余法和刘高联的线性组合法, 成功推导得到了一个建立广义变分原

理的通用公式# 

1  理 论基 础

为了能清晰地阐明本文的思想和实质,并说明其普遍适用性,设流体力学的控制方程具有

下面守恒形式:

  5A /5 x + 5B/ 5y = 0, (1)

  5C/ 5x - 5D/ 5y = 0# (2)

由方程( 1)和( 2)定义二通用函数 7 和 5:

  5 7 /5x = B, 5 7 / 5y = - A, (3)

  5 5/ 5x = D, 5 5 /5y = C, (4)

于是方程( 1)和( 2)自动满足# 

以( 1)式作为 Euler方程, ( 4)式作为约束,应用反推法, 设存在一泛函 I
c
1( 5 ) ,使下式成立:

  DI
c
1( 5 ) = - QQ5A

5 x
+

5B
5y D5 dxdy# (5)

应用分部积分及( 4)式得,

  DI
c
1( 5 ) = QQ( ADD + BDC)dxdy + DIb1, (6)

式中 DIb1为积分边界项# 

同理以( 2)式作为 Euler方程, ( 3)式作为约束, 应用反推法,设存在一泛函 I
c
2( 7 ) , 使下式

成立:

  DIc
2( 7 ) = - QQ5C

5x -
5D
5y D7 dxdy = QQ( CDB + DDA)dxdy + DIb2, (7)

式中 DIb2为积分边界项# 

一般来讲反推法求泛函 I
c
1( 5 ) 和 I

c
2( 7 ) 是比较困难的,具体可参考本文例 3# 为了寻求

建立流体力学变分原理的新途径,作者深受文献[ 5] 线性组合的基本思想的影响, 其方法简捷

明了# 本文企图在未建立独立的泛函 I
c
1( 5 )和 I

c
2( 7 ) 之前,应用线性组合方法来建立变分原

理# 

设存在一泛函 I
c
( 5, 7 ) ,是 I

c
1( 5) 和 I

c
2( 7 ) 的线性组合:

  Ic( 5, 7 ) = I
c
1( 8 ) + I

c
2( 7 )# (8)
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对上式取变分得:

  DI = DI 1+ DI 2 = QQ( ADD + BDC)dxdy + QQ( CDB + DDA)dxdy + DIn =

      DQQ( AD + BC)dxdy + DIb , (9)

式中 DIb = DI b1+ DIb2# 于是我们得

  I = QQ( AD + BC) dxdy , (10)

或    I = QQ-
5 7
5y

5 5
5x +

5 7
5x

5 5
5y dxdy , (11)

或    I = QQA
5 5
5x + B

5 5
5y dxdy , (12)

或    I = QQ- D
5 7
5y + C

5 7
5x dxdy# (13)

经验算,泛函( 10) ~ ( 13)都为临界变分[ 1, 22~ 24]因此我们必须对上述方程进行适当改造,

以消除临界变分# 

对( 12)和( 13)进行线性组合得限制变分原理:

  J 3( 5, 7 ) = QQ�C
5 7
5x - �D

5 7
5 y

+ �A
5 5
5x + �B

5 5
5y dxdy , (14)

式中 �A , �B , �C , �D 为限制变量, D�A = D�B = D�C = D�D = 0# 其欧拉方程为( 1)和( 2)式# 

对上式进行适当改造可得到以下泛函:

J 4( 5 , 7 , A , B, C, D) = QQ- ( AD + BC) - D
5 7
5y + C

5 7
5x + A

5 5
5x + B

5 5
5y dx dy# 

(15)

对上式取变分得:

DJ 4( 5, 7 , A , B , C, D) = QQ- D( AD + BC) - DD
5 7
5y +

5D
5y D7 + DC

5 7
5x -

5C
5x D7 +

    DA 5 5
5x -

5A
5 x

D5 + DB 5 5
5y -

5B
5y D5 dxdy + DJb =

    QQ - D +
5 5
5 x

DA + - C +
5 5
5y DB + - B +

5 7
5x DC + - A -

5 7
5y DD +

    5D
5y -

5C
5x D7 -

5A
5x +

5B
5y D5 dxdy + DIb# 

于是可得欧拉方程为( 1)、( 2)、( 3)及( 4)式# 因此我们可以直接从方程( 1)和( 2)得到一变

分原理( 15) ,结果是令人鼓舞的# 

对于通常情况, 参数 A, B和C , D或 7 和 5是相互关联的, 即有下面所谓的参数约束方

程# 

  5x = 5x( 7x , 7y) ,  5y = 5y( 7x , 7y ) , (16)

或    7x = 7x( 5x , 5y) ,  7 y = 7y ( 5x , 5y )# (17)

消除参数约束( 16)或( 17) ,泛函( 15)就变成广义变分原理( GVP) ,从广变分原理我们可以

方便地导得变分原理(VPs)及亚广义变分原理( SGVP) # 详细请参阅文献[ 5]# 

2  应   用

例 1  二维不可压理想流动问题

893二维流体力学变分通用公式



控制方程

  5 u
5x +

5 v
5y = 0, (18)

  5v
5x -

5 u
5y = 0# (19)

则所定义的二特殊函数 5 和 7 分别表示势函数和流函数# 根据(15) 式,我们得到以下泛函

�J 1( 5 , 7 , u, v) = QQ- u
2
- v

2
- u

5 7
5y + v

5 7
5x + u

5 5
5x + v

5 5
5y dxdy# (20)

参数约束方程为:

f 1 = 7x - 5y = 0,  f 2 = 7y + 5x = 0# (21)

把参数约束方程( 4)代入泛函( 3)消除 7 或 5,则可得到下面两个广义变分原理:

广义变分原理Ñ  上述的流体力学问题的解相当于下面的泛函取驻值

�J 2( 5 , u, v ) = QQ- u
2
- v

2
+ 2u

5 5
5x + 2v

5 5
5y dxdy# (22)

广义变分原理Ò  上述的流体力学问题的解相当于下面的泛函取驻值

�J 3( 7 , u, v) = QQ- u
2
- v

2
- 2u

5 7
5y + 2v

5 7
5x dxdy# (23)

从广义变分原理( 22)或( 23)很容易推导得到亚广义变分原理, 如把方程 5 7 /5 x = v 代入

方程(23) ,得下面的亚广义变分原理:

�J 4( 7 , u) = QQ- u
2
- 2u

5 7
5y +

5 7
5x

2

dxdy , (24)

它以 5 7 /5x = v 为约束# 

例 2  二维有旋流动问题

控制方程

  5 u
5x +

5 v
5y = 0, (25)

  5v
5x -

5 u
5y + f = 0# (26)

用缩项法[ 25] ,设 f = 5N/ 5y ,式中 N只是y 的函数# 于是方程(26) 可改写成下面的形式

  5v
5x -

5( u - N)
5 y

= 0, (27)

为此我们定义二特殊函数 5 和 7 :

  5 5
5x = u - N,  5 5

5y = v , (28)

  5 7
5x = v,  5 7

5y = - u# (29)

特殊函数 5 和 7 分别表示赝势函数和流函数# 

由( 15)式我们可得下面的一个泛函:

Ĵ 1( 5 , 7 , u, v) = QQ- u
2
- v

2
+ uN- ( u - N)

5 7
5y + v

5 7
5x + u

5 5
5x + v

5 5
5 y

dxdy =

    QQ- u
2
- v

2
+ uN- u

5 7
5y + v

5 7
5x - f 7 + u

5 5
5x + v

5 5
5 y

dxdy + Jb# (30)

它受约于参数约束方程:

7x = 5y ,  7y + 5x = - N# (31)

把参数约束方程( 31)代入泛函( 30)式消除 7 或 5, 则可得以下两个广义变分原理:
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广义变分原理Ñ :上述的流体力学问题的解相当于下面的泛函取驻值:

Ĵ 2( 5 , u, v ) = QQ- ( u - N) 2
- v

2
+ (2u - N)

5 5
5x + 2v

5 5
5y dxdy# (32)

广义变分原理Ò:上述的流体力学问题的解相当于下面的泛函取驻值:

Ĵ 3( 7 , u, v) = QQ- u
2
- v

2
+ 2u 5 7

5y + 2v 5 7
5x - f 7 dxdy# (33)

亚广义变分原理的推导同例 1# 

上面得到的结果与文献[ 5]的结果完全一致# 

例 3  非等截面弹性管中一维非定常可压缩均熵流动# 

控制方程为:

  5
5 t

( QA) +
5
5 s

( QAv) = 0, (34)

  5v
5 t

+ v
5 v
5 s

= -
1
Q
5P
5 s

, (35)

  P = QJ, (36)

式中 A 是弹性截面的面积,它是时间 t和迹线坐标 s 的函数,即 A = A ( t , s )# 

由( 17)式,我们定义一迹函数:

  5 7
5 s

= QA,  5 7
5 t

= - QAv# (37)

为了使方程具有守恒形式,我们引进一映象平面 ( S, 7 )# 映象平面( S, 7 ) 和物理面

( t , s) 的转换关系为:

  S = t ,  7 = 7 ( s , t )# (38)

于是可得以下守恒形式的方程:

  5
5S

1
QA

-
5v
5 7 = 0, (39)

  5
5S

v
QA

+
5
5 7

J
J- 1

QJ- 1
-

1
2
v

2
= 0# (40)

定义二新函数 Y 和 8:

  5 Y
5 7 =

1
QA

,  5 Y
5S = v, (41)

  5 8
5 7 = -

v
QA

,  5 8
5S =

J
J- 1

QJ- 1
-

1
2
v

2# (42)

因此由( 15)式可得下面的泛函:

%J 1 Y, 8,
1
QA

, v,
v
QA

,
J

J- 1
QJ- 1

-
1
2
v

2
= QQ-

v
2

QA
-

1
QA

J
J- 1

QJ- 1
-

1
2

v
2
-

    v
5 8
5 7 +

1
QA

5 8
5S +

v
QA

5 Y
5S+

J
J- 1

QJ- 1
-

1
2

v
2 5 Y
5 7 dSd 7# (43)

其参数约束方程为:

  8Y = - Y 7YS,  8S =
J

J- 1
A

1- J
Y

1- J
7 -

1
2

Y
2
S# (44)

把参数约束方程( 44)代入( 43)消除 8 ,可得下面的广义变分原理:

广义变分原理: 上述的流体力学问题的解相当于下面的泛函取驻值

%J 2( Y, v, Q) = QQ-
v

2

QA -
1
QA

J
J- 1Q

J- 1
-

1
2 v

2
+ v

5 Y
5 7

5 Y
5S +

1
QA

J
J- 1A

1- J 5 Y
5 Y

1- J

-
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1
2

5 Y
5S

2

+
v
QA

5 Y
5S +

J
J- 1

QJ- 1
-

1
2
v

2 5 Y
5 7 dSd 7# (45)

证明:令 D%J 2 = 0,我们可得下面的 Euler 方程:

Dv:  -
v
QA

+ Y 7YS+
1
QA

YS- vY 7 = 0, (46)

DQ:  1

Q2
A

v
2
+

J
J- 1

QJ- 1
-

1
2
v

2
- JQJ- 1

-
J

J- 1
A

1- J
Y

1- J
Y -

1
2

Y
2
S -

vYS + JQkAY 7 = 0, (47)

DY:  5v
5 7 -

5
5S

1
QA

d 8
dY

-
5
5S

v
QA

-
5
5 7

J
J- 1

QJ- 1
-

1
2
v

2
= 0# (48)

由上述Euler方程, 我们可以推导得到方程( 40)和( 41)# 

3  结   论

本文继承和发展了钱伟长教授的权余法和刘高联教授的线性组合法, 对于二维守恒型方

程我们可以十分方便地得到变分原理( 15)式# 这一方法对于研究各种流体力学的变分问题将

起十分重要的作用# 并且可以方便地把此法推广到固体力学和三维流体力学问题, 具体将在

以后的论文里论述# 
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A Universal Variational Formulation for Two

Dimensional Fluid Mechanics

HE Ji_huan

( Shanghai In sititute of Ma them atics and Mechanics , Shan gha i

Un iver sity , Shan gha i 200072, P R China )

Abstract: A universal variational formulation for two dimensional fluid mechanics is obtained, which

is subject to the so_called parameter_constrained equations(the relationship between paramters in two

governing equations) . By eliminating the constraints, the generalied variational principle (GVPs) can

be readily derived from the formulation. The formulation can be applied to any conditions in case the

governing equations can be converted into conservative forms. Some illustrative examples are given to

testify the effectiveness and simplicity of the method.

Key words: fluid mechanics; variational theory
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