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摘要:  研究了 Banach 空间中一类增生型变分包含解的存在性及其迭代逼近问题# 所得结果改进

和推广了一些人的最新成果# 
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引   言

本文处处假定 X 是一实Banach空间, X
* 是 X 的对偶空间, 3#, #4是 X 与X

* 间的配对,

D( T ) 和 R ( T ) 分别表映象 T 的定义域和值域# 

设T , A : X y X , g: X y X
* 是三个映象, U: X

* y R G + ] 是一真凸下半连续函数# 

1999年,在文献[ 1]中作者引入和研究了下面一类增生型变分包含解的存在性及其逼近

问题:

对任给的 f I X ,求 u I X 使得

  
g( u ) I D(5U) ,

3Tu - Au - f , v - g( u) 4 \ U( g( u) ) - U( v )   ( Pv I X
*

) ,
(1)

其中 5U表 U的次微分# 

本文的目的是进一步研究微分包含( 1)解的存在性、唯一性及逼近问题# 本文结果不仅是

文[ 1]的改进和推广, 同时也是文[ 2~ 13]中相应结果的改进和推广# 

1  预 备知 识

首先我们追述某些定义和结论# 

由下式定义的是映象 J : X y 2X
*

称为正规对偶映象:

J ( x ) = f I X
*

: 3x , f 4 = +x + # +f +, +f + = +x +   ( x I X )# 

定义 111  映象 T : D( T ) < X y X 称为增生的, 如果对任意的 x , y I D( T ) , 存在 j ( x
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- y ) I J ( x - y ) 使得:

  3Tx - Ty , j ( x - y ) 4 \ 0;

增生映象 T: D( T ) < X y X 称为m_增生的,如果对任一 K> 0(等价于对某一 K> 0) 使

得 R ( T + KI ) = X# 

命题 111[ 14]  如果 T 是一连续的增生映象,且 D( T ) = X ,则 T 是m_增生的# 

引理 111[ 7]  设 X 是一实 Banach空间,则对任意的 x , y I X ,下面的不等式成立:

+x + y +2 [ +x +2
+ 23y , j ( x + y )4  ( P j ( x + y ) I J ( x + y ) )# 

引理 112[ 15]  设 an , bn , cn 是三个非负数列且满足条件:存在 n0使得

  an+ 1 [ (1- tn ) an + bn + cn   ( Pn \ n0) ,

其中

  tn I [ 0, 1] , E
]

n= 0

tn = + ] , bn = o ( tn ) , E
]

n= 0

cn < + ] # 

则 an y 0   ( n y+ ] )# 

关于变分包含( 1)解的性质,有下面的结果# 

引理 113  设 X 是一实 Banach空间, 5U. g 是X y 2
X
的映象,则下面的结论等价:

� ) x
* I X 是变分包含( 1) 的解;

� ) x
* I X 是映象S: X y 2X 的不动点,其中

  S( x ) = f - ( Tx - Ax + 5U( g( x ) ) ) + x ;

� ) x
* 是方程 f I Tx - Ax + 5U( g( x ) ) 的解# 

证  � ) ] � )# 设 x
* I X 是变分包含(1) 的解, 故 g ( x

*
) I D(5 U) ,而且

  3Tx
*

- Ax
*

- f , v - g( x
*

) 4 \ U( g( x
*

) ) - U( v )   ( Pv I X
*

)# 

由 U的次微分的定义,由上式即得

  f + Ax
*

- Tx
* I 5 U( g ( x

*
) )# (2)

上式表明 x
* 是方程 f I Tx - Ax + 5U( g( x ) ) 的解# 

� ) ] � )# 在( 2)式两端加 x
*

,即得

  x
* I f - ( Tx

*
- Ax

*
+ 5 U( g ( x

*
) ) ) + x

*
= Sx

*
, (3)

即 x
* 是 S 在X 中的不动点# 

� ) ] � )# 由( 3)有 f - ( Tx
*

- Ax
*

) I 5 U( g ( x
*

) ) 再由5 U的定义,即得

  U( v ) - U( g ( x
*

) ) \3f - ( Tx
*

- Ax
*

) , v - g ( x
*

)4  ( Pv I X * ) ,

即

  3Tx
*

- Ax
*

- f , v - g( x
*

) 4 \ U( g( x
*

) ) - U( v )   ( Pv I X
*

)# 

故 x
* 是变分包含( 1) 的解# 定理证毕# 

引理 114[ 16]  设 X 是一实Banach空间, T : D ( T) < X y X 是一m_增生映象,则对任给的

f I X ,方程 x + Tx = f 在D ( T) 中有唯一解# 

2  主 要结 果

定理 211  设 X 是一实 Banach空间, T , A : X y X 是两个一致连续的映象, g: X y X
* 是

一连续映象, U: X
* y R G + ] 是一具有连续的 G¾teaux 微分5 U的函数, 再设下列条件满

足:
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� ) T - A + 5 U. g - I : X y X 是增生的;

� ) 5 U. g: X y X 是一致连续的;

设 un , vn 是X 中的两个序列, An , Bn 是[ 0, 1] 中的两个数列,满足条件:

1) E
]

n = 0
+un + < ] , +vn + y 0( n y ] ) ;

2) Bn y 0;

3) E
]

n = 0
An = ] , An y 0( n y ] )# 

对任给的 f I X ,定义映象 S ; X y X 如下:

  Sx = f - ( Tx - Ax + 5 U( g ( x ) ) ) + x# 

对任给的 x 0 I X ,定义具误差的 Ishikawa迭代序列 xn 如下:

  
x n+ 1 = (1 - An ) x n + AnSy n + un ,

y n = (1- Bn) xn + BnSx n + vn# 
( n = 0, 1, 2, ,)# (4)

则Ñ )变分包含( 1)有唯一解 x
* I X ;

Ò) 具误差的 Ishikwaw 迭代序列 xn ,强收敛于变分包括(1) 的唯一解 x
* I X , 当而且

仅当 Sx n 和 Sy n 均是有界的# 

证

Ñ) 首先证明变分包含( 1)存在唯一解# 

由条件� ) , � )知映象 T - A + 5 U. g - I : X y X 是连续和增生的# 由命题111知其为
m_增生的# 于是由引理 114, 对任给的 f I X ,方程

  f = x + ( T - A + 5 U. g - I ) ( x ) (5)

在 X 中有唯一解 x
*

, 故由引理 113, x
* 是变分包含(1) 的唯一解, 从而 x

* 也是 S 的唯一的不

动点,即

  x
*

= Sx
* # 

Ò) 现证具误差的 Ishikawa迭代序列 x n 强收敛于变分包含(1) 的唯一解 x
* 的充分必要

条件是 Sxn 和 Syn 为有界列# 

设 x n 强收敛于x
*

,因 S 连续,故 Sx n y Sx
* # 另由(4) 有

  l im
n y ]

y n = lim
n y ]

(1- Bn) x n + BnSxn + vn = x
*

,

故 Sy n y Sx
* # 因而 Sx n 和 Sy n 都具有界的# 

反之,如果 Sxn 和 Sy n 都是有界的# 

  d = sup
n \0

+Sx n - x
* +, +Syn - x

* + + +x 0- x
* +, (6)

  M = d + E
]

n= 0
+ un +# 

现用归纳法证明,对一切 n \ 0有

  +xn+ 1- x
* + [ d + E

n

j= 0
+uj + [ M# (7)

事实上,当 n = 0时, 由(6) 知 +x 0- x
* + [ d [ M# 现设(7) 对 n = k - 1成立,其中

k \ 1,于是当 n = k 时,有

  +xk+ 1- x
* + = +(1 - Ak ) ( x k - x

*
) + Ak( Syk - x

*
) + uk + [
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      ( 1- Ak ) +xk - x
* + + Ak +Syk - x

* + + +uk + [

      ( 1- Ak ) d + E
k- 1

j= 0

+uj + + Akd + +uk + =

      d + E
k

j = 0
+ uj + [ M# 

这就证明( 7)成立,从而得知 x n 是有界的# 

又因

  +yn + [ +yn - xn + + +xn + [ +Bn( Sx n - x n) + + +vn + + +x n + [

      +Sx n + + +vn + + 2+xn +,

故 y n 也是有界的# 

另由( 4)及引理 111得知
+x n+ 1- x

* +2
= +(1- An) ( xn - x

*
) + An( Syn - x

*
) + un +2 [

    +(1- An) ( x n - x
*

) + An ( Sy n - x
*

) +2
+ 23un, j ( xn+ 1- x

*
) 4 [

    (1- An)
2 +x n - x

* +2
+ 2An3Syn - x

*
, j ( xn+ 1- x

*
- un) 4+

    23un, j ( x n+ 1- x
*

) 4, (8)

对一切 j ( x n+ 1- x
*

) I J ( x n+ 1- x
*

) , j ( x n+ 1- x
*

- un) I J ( x n+ 1- x
*

- un)# 

先考察( 8)式右端第三项# 我们有

2 < un , j ( xn+ 1- x
*

)4 [ 2+un +# +x n+ 1- x
* + [ 2 +un + # M# (9)

下面我们考察( 8)式右端第二项# 

由假设条件,映象 T - A + 5 U. g - I 是增生,故对任给的 x n+ 1- un 及x
*

,存在

�j ( x n+ 1- un - x
*

) I J ( xn+ 1- un - x
*

) 使得

  3S( xn+ 1- un ) - Sx
*

,�j ( xn+ 1- un - x
*

)4 =

      - 3( T - A + 5U. g - I ) ( xn+ 1- un ) -

      ( T - A + 5 U. g - I ) ( x
*

) ,�j ( xn+ 1- un - x
*

)4 [ 0# 

于是有

  3Syn - x
*

, �j ( x n+ 1- x
*

- un) 4=

      3Sy n - S ( x n+ 1- un) ,�j ( xn+ 1- x
*

- un) 4+

      3S ( x n+ 1- un) - Sx
*

, �j ( x n+ 1- x
*

- un) 4 [

      3Sy n - S ( x n+ 1- un) ,�j ( xn+ 1- x
*

- un) 4# (10)

令

  hn = | 3Sy n - S( xn+ 1- un ) ,�j ( xn+ 1- x
*

- un )4 | ,

则有

  hn [ 2M # +Sy n - S( xn+ 1- un ) + , (11)

又有

+x n+ 1- un - yn + = +(1 - An ) ( x n - yn) + An( Syn - yn ) + [

    +x n - y n + + An +Syn - y n + =

    +Bn( Sxn - xn ) + vn ++ An +Sy n - y n + [

    +BnSx n + + Bn +xn ++ +vn + + An( +Sy n + + +y n +)
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    y 0( n y ] )# 

由 S 的一致连续性,即得

  hn y 0   ( n y ] )# (12)

把( 9) ~ ( 12)代入( 8) , 即得

+x n+ 1- x
* +2 [ (1- An )

2 +xn - x
* +2

+ 2Anhn + 2M + un + [

    (1- An) +xn - x
* +2

+ 2Anhn + 2M + un +# 

令 an = +xn - x
* +2

, t n = An I [ 0, 1] , bn = 2Anh = o ( An) , cn = 2M +un +# 由引理112得
知

+x n - x
* +2 y 0( n y ] ) ,即, x n y x

*
( n y ] )# 

定理 211证毕# 

注 21 1 定理 211 改进和推广了[ 1 ) 13]中的相庆的结果# 

在定理 211中, 如果 U= 0, 则有下面的

定理 212  设 X 是一实 Banach空间, g : X y X
* 是一连续映象, T , A : X y X 是两个一致

连续的映象,使得T - A - I : X y X 是增生的# 设 un , vn 是X 中的二序列, An , Bn 是

[ 0, 1] 中的二数列,设下列条件满足

1) E
]

n = 0

+un + < ] , +vn + y 0( n y ] ) ;

2) Bn y 0;

3) E
]

n = 0
An = ] , An y 0( n y ] )# 

对任给的 f I X ,定义映象 S : X y X 如下:

  Sx = f - ( Tx - Ax ) + x# 

对任给的 x 0 I X ,设 xn 是由(311) 式定义的具误差的 Ishikawa迭代序列# 则

Ñ) 下列的变分不等式在 X 中存在唯一解x
*

:

  3Tx - Ax - f , v - g ( x ) 4 \ 0   ( Pv I X
*

) ; (13)

Ò) 具误差的 Ishikawa 迭代序列 xn 强收敛于 (13) 的唯一解 x
* 当而且仅当序列

Sx n 和 Sy n 都是有界的# 

如果在定理 211中, U= 0, Bn = 0, vn = 0, Pn \0, 于是 y n = x n, Pn \ 0,而且 xn+ 1 =

(1- An) xn + AnSx n + un, P n \ 0# 于是有下面的结果# 

定理 213  设 X 是一实Banach空间, T , A : X y X , g: X y X
* 是三个映象, 使得 g是连续

的, T - A - I 是一致连续的增生映象# 设 un 是X 中的序列, An 是[ 0, 1] 中的数列,满足条

件:

1) E
]

n = 0
+un + < ] ;

2) E
]

n = 0
An = ] , An y 0( n y ] )# 

对任给的 f I X ,定义映象 S : X y X 如下:

  Sx = f - ( TX - Ax ) + x# 
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对任给的 x 0 I X ,定义具误差的 Mann迭代序列如下:

  x n+ 1 = (1 - An ) x n + AnSx n + un# (14)

则Ñ )变分不等式( 13)在 X 中存在唯一解x
*

;

Ò) 由( 14)所定义的具误差的Mann迭代序列 x n 强收敛于变分不等式(13) 的唯一解,

当而且仅当序列 Sx n 是有界的# 
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Existence and Approximation of Solutions to

Variational Inclusions with Accretive

Mappings in Banach Spaces

ZHANG Shi_sheng1, 2

( 11Depar tm ent of Ma thematics , Yunnan Norm al Un iver sity , Kunm ing 650092, P R Chin a ;

21 Depar tment of Mathemat ics , Sichuan Un iver sity , Chengdu 610064, P R China )

Abstract: The purpose of this paper is to study the existence and approximation problem of solutions

for a class of variational inclusions with accretive mappings in Banach spaces. The results extend and

improve some recent results.

Key words: variational inclusion; accretive mapping; Mann( Ishikawa) iterative sequence with errors
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