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摘要:  给出了一类密封容器组合壳自由振动问题的精确解# 基于 Love经典薄壳理论, 导出了具

有任意经线形状的旋转壳体在轴对称振动时的基本方程# 组合壳结构中球壳与柱壳的连接条件

是通过连接处的变形连续性和内力平衡关系得出的# 问题的数学模型被归结为常微分方程组在

球壳和柱壳两个区间上的特征值问题# 振动模态函数是由 Legendre和三角函数构造出来, 并且得

到了精确的频率方程# 所有的计算都是在Maple程序下运行的# 无论是精确的符号运算还是具有

所需有效数字精度的数值计算,都表明该文所编译的 Maple程序是简单而有效的# 固有频率的数

值结果同文献中有限元法和其它数值方法的结果作了比较# 作为一个标准, 该文给出的精确解对

于检验各种近似方法的精度是有价值的# 
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引   言

由旋转壳构成的组合结构在航天、化工、土木、机械和采矿等工程中有着广泛的应用# 不

象单个壳体那样简单,由于壳体方程数学上的复杂性和两个子结构之间连接条件在匹配上的

困难,已有的组合壳结构的解析解和数值解是相当有限的# 密封容器用于压力容器和贮藏罐

是一类特殊而实用的组合壳# 它通常由一个柱壳在其两端用半球壳封闭而组成# 研究这类组

合壳的动态行为是相当重要的, 只有少数文献涉及了这类组合壳自由振动问题# 例如,

Tavakoli和 Singh( 1987)基于Love壳理论用状态空间法和使用通用有限元软件ANSYS求出了固

有频率值[ 1]# 之后, Ozakca 和 Hinton ( 1994)采用 Mindlin_Reissner 有限元法得到问题的数值

解
[ 2]# 最近, Shang 和Grannell( 1997)基于 Reissner_Naghdi壳理论发展了广义传递矩阵方法并

给出更为准确的结果[ 3]# 然而, 就作者所知至今仍然缺少问题的精确解析解# 当然, 一个精

确解析解的获得总是带有挑战性的, 它会受到壳体形状和边界条件等方面的限制# 

本文的目的是寻求一类组合壳结构(密封容器)自由振动问题的精确解析解# 这类组合壳

是由一个柱壳在其两端用半球壳封闭而组成# 理论分析是基于 Love经典薄壳理论,并且轴对

称振动的基本方程是对于具有任意经线形状的旋转壳体导出的# 问题的数学模型被归结为常

微分方程组在球壳和柱壳两个区间上的特征值问题# 对于球壳部分采用 Legendre 函数的阶作
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为一个待定未知数# 柱壳部分的解是由三角函数得到的, 它满足柱壳对称和反对称振动模态

的边界条件# 球壳与柱壳连接处的连续条件可由变形连续性和内力平衡条件给出# 精确的频

率方程是通过连接条件导出的# 为了精确符号运算和具有所需有效数字精度的数值计算的方

便,所有的计算过程都是由简单的Maple 程序完成的,并且通过一个固有频率的数值算例来说

明# 固有频率的数值结果与有限元方法和其它数值方法的结果作了比较# 作为一个标准,本

文给出的精确解对于检验各种近似方法的精度是有价值的# 

1  壳 体方 程

旋转壳体的基本方程是基于经典的 Love薄壳理论# 在该理论中横向剪切、转动惯性力和

法向变形等效应均被忽略[ 4]# 

111  壳体几何和基本假设

对于一般的旋转壳, 它的中面是由一条被称为经线的曲线绕对称轴旋转而生成# 壳体中

点的位置是由正交曲线坐标系 ( s, H, F) 标定# 坐标 s 是壳体一端沿经线的弧长, H和F是纬

向角度和到中面的法向距离# 旋转壳中面的几何形状可由两个关于经线弧长 s 的函数来描

述:

r = r ( s ) , < = <( s)  (0 [ s [ l ) , (1)

其中 r 是经线到对称轴的距离, <是经线的外法线与对称轴之间的夹角# l代表壳体经线的总

长度# 经向和纬向坐标的Lame系数为A s = Rs( s ) 和 AH = r ( s) ,其中 Rs 是壳体经向曲率半

径# 为了记号表示简单起见,引入将出现在壳体方程中的如下几何量:

ks =
1
Rs

=
d<
ds

, kH =
sin <
r

, kn =
cos <
r

, (2)

这里 ks 和 kH是中面的两个主曲率# 

在轴对称和无扭转振动的情形下,所有未知变量与纬向坐标 H无关, 且纬向位移 uH S 0# 

采用的基本假定是将沿 s 和F方向的位移近似为如下形式:

u s( s , F, t ) = u ( s, t ) + FW( s, t ) , uF( s , F, t ) = w ( s, t ) , (3)

式中 t 是时间, u 和w 分别是中面的经向和法向位移, 并且 W是法线的转角# 另外,横向剪切

应力被假设为零,于是法向转角 W有表达式

W= ksu +
5w
5s# (4)

112  本构关系

在本文所考虑的情形下, 本构关系简化为

N s = K
5u
5 s + ksw + M( knu + kHw ) , NH = K M

5u
5s + ksw + M( knu + kHw ) ,

Ms = D
5 W
5 s + Mk nW , MH= D M

5 W
5 s + knW ,

(5)

其中 N s 和NH薄膜力, Ms 和MH是弯矩# K = Eh(1- M2) 是拉伸刚度, D = Eh
3
/ [ 12(1- M2) ]

是弯曲刚度# E, M和h 分别是弹性模量,泊松比和壳体厚度# 

113  运动方程

自由振动的运动方程成为
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5N s

5 s + kn(N s - NH) + ksQs = Qh
52

u

5 t 2
,

5Qs

5 s + knQs - ( ksN s+ kHNH) = Qh 52
w

5 t2
,

5M s

5 s + kn( Ms - MH) - Qs = 0,

(6)

其中 Qs 是横向剪力, Q为壳体的质量密度# 

114  无量刚化位移的基本方程

引入无量刚化变量

x =
s
R
, E=

1
12

h
R

2

, [ k1( x ) , k2( x ) , k3( x ) ] = R[ ks, kH, kn ] , K=
Q
E
X2R2

(1- M2) ,

[ U( x ) , V( x ) , W( x ) , N1( x ) , N2( x ) , M 1( x ) , M2( x ) , Q( x ) ] =

    e- iXt us
R
, W, w

R
,
N s

R
,
NH

R
,
M sR

D
,
MHR

D
,
Q s

K
, (7)

其中 R是壳体的特征长度,例如可取它为经线到对称轴之间的最大距离 R = max[ r ( s ) , 0 [ s

[ l ]# K表示无量刚化的频率参数, E是描述壳体相对厚度的微小几何参数# 

将( 5)代入( 6)并利用( 7)得到无量刚化位移的基本方程为

L + K Ek 1L c1
d
dx

+ c2

- k 1 1
d
dx

- c2
d
dx

+ c3 E
d
dx

+ k3 L K- c4

U

V

W

=

0

0

0

, (8)

式中微分算子和系数

L =
d2

dx
2+ k 3

d
dx

- ( k
2
3+ Mk1 k2) , c1 =

dk 1

dx
+ k3( k1 - k2) ,

c2 = k 1+ Mk 2, c3 = k 3(Mk1+ k2) , c4 = k
2
1 + 2Mk1 k2+ k

2
2# 

由( 5) ~ ( 7)无量刚化的薄膜力、弯矩和剪力有如下有表达式:

N 1 =
d
dx

+ Mk3 U + ( k1+ Mk2) W, N2 = M
d
dx

+ k 3 U + (Mk 1+ k 2) W,

M1 =
d
dx + Mk3 V, M2 = M

d
dx + k3 V, Q = ELV# 

(9)

2  问题的提法

现在我们将注意力转到一类特殊的组合壳结构的自由振动问题上去# 考虑一个密封容

器,它由一个柱壳在其两端用半球壳封闭而组成# 假设这个组合壳的自由振动是轴对称、无扭

转和简谐的# 记半球壳和柱壳的半径为 R, 柱壳的长度一半为 l c# 由于这个组合壳具有某些

对称性,故问题的求解区间是 0 [ x [ P
2
+ x c # 这里 xc =

l c
R
是为了描述柱壳相对长度而

引入的一个几何参数# 

在球壳的顶点 x = 0处,边界条件为

U(0) = V(0) = Wc(0) = 0# (10)
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在柱壳的中点 x = P/ 2+ xc 处,对称或反对称变形模态的条件是

情形 Ñ  对称模态

U
P
2 + x c = V

P
2 + x c = Wc P

2 + xc = 0# (11a)

情形 Ò  反对称模态

Uc P
2
+ xc = Vc P

2
+ x c = W

P
2
+ x c = 0# ( 11b)

此外,在半球壳与柱壳连接处 x = P/ 2的连接条件为

U
P
2
- 0 = U

P
2
+ 0 , V

P
2
- 0 = V

P
2
+ 0 , W

P
2
- 0 = W

P
2
+ 0 , (12a)

N 1
P
2
- 0 = N 1

P
2
+ 0 , M1

P
2
- 0 = M1

P
2
+ 0 , Q

P
2
- 0 = Q

P
2
+ 0 # 

( 12b)

事实上, 壳体变形的连续性要求位移 U, W和转角V必须是连续的,这一点给出( 12a)# 而薄膜

为N 1,弯矩 M1和剪力 Q 的平衡关系式导出(12b)# 

问题在数学上被结归为整个区间 0, P
2
+ x c 求解频率参数 K和振动模态函数 U( x ) ,

V( x ) 和 W( x ) ,使它们在球壳区间 0,
P
2
和柱壳区间

P
2
,
P
2
+ x c 分别满足方程(8)# 同时

它们还需要满足边界条件(10) 和(11a) 和( 11b) 以及连接条件(12a, b) # 

3  球 壳的 解

对于球壳部分有几何关系 <( s ) = s
R
, r ( s) = Rsin <( s )# 由它导出 x = <和

k 1 S 1, k2 S 1, k3 = cot x   0 [ x [ P
2

# (13)

于是,基本方程( 8)成为

[L1+ (1- M) + K] U+ E[ L 1+ ( 1- M) ] V + (1+ M)
dW
dx

= 0,

- U + V +
dW
dx

= 0,

- (1+ M) d
dx

+ cotx U + E d
dx

+ cotx # 

[ L1 + (1 - M) ] V + [ K- 2(1 + M) ] W = 0

# (14)

式中算子 L1 =
d2

dx 2+ cotx
d
dx

-
1

sin2x
# 

表达式( 9)简化为

N 1 =
d
dx + Mcotx U + (1 + M) W, N 2 = M

d
dx + cotx U+ (1+ M) W,

M1 =
d
dx

+ Mcotx V, M2 = M
d
dx

+ cotx V , Q = E[ L1+ (1- M) ] V# 
(15)

为了求解方程( 412) ,假设解具有如下形式:
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U = N1
d
dx

PL( cosx ) , V = N2
d
dx

PL( cosx ) ,

W = N3PL( cosx )  0 [ x [ P
2 # 

(16)

这里, Legendre函数的阶 L和常数Nj ( j = 1, 2, 3) 均为待定的未知数# Legendre 函数满足[ 5]# 

d2

dx 2 + cotx
d
dx PL( cosx ) = - L( L+ 1) PL( cosx ) ,

L1
d
dx
PL( cosx ) = - L( L+ 1)

d
dx
PL( cosx )# 

(17)

解( 16)已经自动满足边界条件( 10) ,因为

d
dx

PL( cosx )
x = 0

= 0# 

将( 16)代入( 14)并利用( 17)得到

(1- M) + K- B E[ (1- M) - B 1 + M

- 1 1 1

(1 + M) B - E[ (1 - M) - B] B K- 2(1+ M)

N1

N2

N3

=

0

0

0

(18)

其中未知常数 B= L( L+ 1)# 将上述线性齐次方程组的系数矩阵记为 B( B) :

方程组( 18)有非零解的条件给出

f ( B) =
def

detB ( B) = EB3+ a1( K) B
2
+ a2( K) B+ a3( K) = 0# (19)

其中系数

a1( K) = - E( K+ 4) , a2( K) = - (1+ EM) K+ 1- M2+ E(5- M2) ,

a3( K) = [ K+ (1+ E) (1- M) ] # [ K- 2(1+ M) ]# 

一般来说三次多项式 f ( B) 有三个根 Bk( K) ( k = 1, 2, 3)# 这将导致Legendre函数的阶有

六个解Mk = L?
k ( K) = -

1
2

? 1
4
+ Bk( K) ( k = 1, 2, 3)# 但是, 根据 Legendre函数的性质

P- ( L+ 1) ( cosx ) = PL( cosx )
[ 5] 和关系式 L+k + L-k = - 1,可以得出

PL- ( cosx ) = PL+ ( cosx )# 

因而,不失一般性可取 Lk = L
+
k ( K)# 这样,对于实参数 K, M和E的固定值存在三个解

Lk( K) = -
1
2
+

1
4
+ k( K)   ( k = 1, 2, 3)# (20)

进一步求出线性各次方程组( 18)的非零解为

N1( k) = E[ Bk - (1- M) ] + (1 + M) ,

N2( k) = - [ Bk - (1- M) ] + (1 + M) + K  ( k = 1, 2, 3) ,

N3( k) = (1+ E) [ Bk - (1 - M) ] - K,

(21)

式中系数 Nj ( k) ( j , k = 1, 2, 3) 是对应于三个根 Bk ( K) 的三组非零解# 

假定三次多项式 f ( B) 无重根,则线性无关的模态函数为

X j , k( x ) = Nj( k )
d
dx

PL
k
( cosx ) ,

X 3, k( x ) = N3( k )PL
k
( cosx )

 ( j = 1, 2, k = 1, 2, 3)

满足边界条件( 10)的微分方程( 14)的通解是
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U = E
3

k= 1

AkX 1, k( x ) , V = E
3

k= 1

AkX 2, k( x ) ,

W = E
3

k= 1

AkX3, k( x )  0 [ x [ P
2

,

(22)

其中未知常数 A k( k = 1, 2, 3) 称为振幅# 

一般来说对于给定的参数 K, L和E,三次多项式f ( B)或者有三个实根,或者有一个实根和

一对共轭复根# 这将会导致模态函数或者是三个实函数, 或者是一个实函数和一对复共轭函

数# 为了避免复值运算,最好是将模态函数解(22) 重新组合成实形式:

Yj, k ( x ) =
def

Re( X j , k( x ) ) + Im( X j, k ( x ) )   ( j , k = 1, 2, 3)

因此,解( 22)可重新表达为

U = E
3

k= 1
AkY1, k( x ) , V = E

3

k= 1
A kY2, k( x ) ,

W = E
3

k= 1
AkY3, k( x )  0 [ x [ P

2 # 
(23)

4  柱 壳的 解

对于柱壳部分有几何关系 < S P
2
, r S R ,它给出

k 1 S 0, k2 = 1, k3 S 0# (24)

基本方程( 8)亦可写成

d2

dx 2 + K U + MdW
dx

= 0, V +
d
dx

W = 0,

- MdU
dx

+ Ed
3
V

dx 3 + ( K- 1) W = 0# 
(25)

其中
P
2

[ x [ P
2
+ x c # 

表达式( 9)成为

N 1 =
dU
dx

+ MW, N2 = M
dV
dx

+ W,

M1 =
dV
dx

, M 2 = M
dV
dx

, Q = E
d2V

dx 2

(26)

满足边界条件( 11a)或( 11b)方程( 25)的解可写成:

U = G1
sin

cos
C

P
2 + x c - x , V = G2

sin

cos
C
P
2 + xc - x ,

W = G3
cos

sin
C P

2
+ xc - x   P

2
[ x [ P

2
+ x c

(27)

式中上栏的三角函数对应于对称模态情形,而下栏对应于反对称模态情形# 

将( 27)代入( 25)导出齐次方程组

K- G 0 ? M C

0 1 ? C

? M C ? EC C K- 1

G1

G2

G3

=

0

0

0

# (28)
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记上述方程组的系数矩阵为 C( C)# 保证方程组(28) 有非零解的条件为

g ( C) =
def

detC( C) = EC3- EKC2+ (1 - M2- K) C+ K( K- 1) = 0# (29)

对于给定的 K, M和E上述三次方程有三个根C= Ck( K) ( k = 1, 2, 3) ,并且它们对应于(28) 的

三组非零解为

G1( k ) = ? Ck , G1( k ) = ? ( K- Ck) Ck , G1( k ) = - ( K- Ck)   ( k = 1, 2, 3)# (30)

方程( 28)和解( 30)中的符号 ? , 当对称模态时取+ 号,而反对称模态取- 号# 

与球壳相类似的分析, 假定三次多项式 g( C) 无重根, 即它或者有三个实单根, 或者有一

实根和一对复共轭根# 满足边界条件 ( 11a)或( 11b)方程( 25)的通解可写成

U = E
6

k= 4

AkY1, k( x ) , V = E
6

k= 4

A kY2, k( x ) ,

W = E
3

k= 4

AkY3, k( x )   P
2

[ x [ P
2
+ xc ,

(31)

其中振幅 A k( k = 4, 5, 6) 是未知的实常数# 实值的模态函数是

Yj, k =
def

Re( X j , k( x ) ) + Im( X j , k( x ) )  ( j = 1, 2, 3; k = 4, 5, 6)# (32)

并且原来的模态函数的表达式为

X j , k( x ) = Gj ( k )
sin

cos
Ck

P
2
+ x c - x , X 3, k( x ) = G3( k )

cos

sin
Ck

P
2
+ x c - x # 

(33)

式中上、下栏的三角函数分别对应于对称模态和反对称模态的情形# 

5  频 率方 程

解( 22)和( 31)已满足方程( 8)和边界条件( 10)和( 11a)或( 11b)# 它们还必须满足连接条件

( 12a, b) ,由此导出确定振幅 Aj ( j = 1, 2, ,, 6) 的方程组

[ D ij ( K) ] Aj = 0   ( i , j = 1, 2, ,, 6) , (34)

其中

Dij ( K) = Re( dij ( K) ) + Im( d ij ( K) )# 

矩阵 [ d ij ( K) ] 6@ 6的元素是

d ik = Ni( k )P
c
Mk(0) , d i k+ 3 = Gi ( k)

sin

cos
( Ckxc )   ( i = 1, 2) ,

d3 k = - N3( k )PMk (0) , d3 k+ 3 = G3( k )
cos

sin
( Ckxc )

d4 k = ( BkN1( k ) - N3( k ) )PMk(0) , d4 k+ 3 = G1( k ) Ck
- cos

+ sin
( Ckxc ) ,

d5 k = BkN2( k )PMk(0) , d5 k+ 3 = G2( k ) Ck
- cos

+ sin
( Ckxc ) ,

d6 k = [ Bk - (1 + M) ] N2( k) P
c
Mk (0) , d6 k+ 3 = - CkG2( k )

sin

cos
( Ckx c )   ( k = 1, 2, 3)

式中上栏的三角函数对应于对称模态的情形, 而下栏对应于反对称模态# Legendre函数在 x

= 0的值可由Gamma函数表示如下[ 5]

PMk(0) =
#(Mk / 2 + 1/ 2)

P#(Mk / 2+ 1)
cos

MkP
2

,  P
c
Mk(0) =

2#(Mk / 2 + 1)

P#(Mk / 2+ 1/ 2)
sin

MkP
2

# (35)
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为了确定振幅 Aj 的非零解和频率参数K,矩阵õDij ( K)86@6的行列式必须为零,这将导出

频率方程:

F ( K) =
def

det[ Dik ( K) ] = 0# 

应该指出频率方程( 36)是精确的显式解析形式, 因为矩阵 [ Dij ( K) ] 6@ 6 的元素可由三角函数和

Gamma函数表示出来, 并且根 Nj ( k ) 和 Gi ( k ) 也可由三次方程(19) 和(29) 显示地解出# 

6  数值结果和讨论

考虑一个密封容器组合壳结构的例子[ 1, 2] , 壳体的材料常数是弹性模量 E = 207 GPa, 材

料密度 Q= 7800 kg/ m3和泊松比M= 013# 壳体的几何尺寸是厚度 h = 2103mm,柱壳部分长

度的一半为 l c = 17115 mm# 柱壳和球壳的半径为 R = 11413 mm# 在这一例子中球壳和柱壳

的几何参数为 E=
1
12

h
R

2

µ 2163 @ 10- 5
( h/ R µ 1178 @ 10- 2

) 和 xc =
l c

R
µ 1150# 

数值计算是基于上述解析解和频率方程# 编译了一个简单的Maple程序用于计算此例的

固有频率# 借助于Maple 在符号运算和带有所需有效数字精度的数值计算等方面的强大功

能,求出了对称和反对称模态前六个固有频率的数值, 并列于表 1中# 

应该指出的是本文解精确地满足球壳顶点 x = 0处的边界条件( 10)# 可是大多数的数值

方法, 例如在状态空间法中,为了避免球壳顶点处方程所具有的奇异性,将完整半球壳的实际

模型改换成在球壳顶点开一小孔的模型,并且将小孔处边界条件强制为如下自由边界条件[ 1] :

N 1( x 0) = M1( x 0) = Q( x 0) = 0   (0 [ x 0 [ 1)# (37)

显然,当 x 0 y 0时, 自由边界条件(37) 的极限情形不能够退化到精确的边界条件(10)# 或许

正是这个差异导致了表 1中状态空间法的近似结果与本文精确结果相比具有较大的但并不严

重的误差# 在广义传递矩阵法中[ 3]
,提出了一个更好的处理球壳顶点的奇异性的方法, 所得

结果具有满意的精度(见表 1)# 在此法中条件(10) 被近似成

U( x0) = V( x 0) = Wc( x 0) = 0   (0 [ x 0 n 1)# (38)

当 x 0 y 0时它会精确地趋于条件(311)# 这也是为什么广义传递矩阵法可以获得较高精度数

值结果的一个原因# 

  表 1 固有频率 f =
1

2PR
KE/ [ Q( 1- M2) ] (Hz)

模记 FEM 1 SMM2 FEM3 TMM4 本文

4005 4011 4004 4003 400218

对称 6297 6292 6292 6292 629217

6808 6812 6902 6906 680519

5538 5539 ) ) 553315

反对称 6666 6671 ) ) 666318

7014 7016 ) ) 701217

  1) 由有限元软件 ANSYS所得结果[ 1] ;

2) 基于 Love壳理论的状态子空间方法[1] ;

3) M indlin_Reissner有限元法[ 2] ;
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4) 基于 Reissner_Naghdi壳理论广义传递矩阵法[ 3] :

致谢  作者在爱尔兰国立 (科克)大学做博士后研究期间, 曾得到 Grannell博士和 O.

Callaghan博士对本文研究的鼓励和支持# 对此, 作者表示衷心的感谢# 
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An Exact Analysis for FreeVibration of a Composite

Shell Structure_Hermetic Capsule

SHANG Xin_chun

( Depa rtm ent of Mathem atics and Mechanics , Beijin g Univer sity of Scien ce

and Technolo gy , Beijin g 100083, P R China )

Abstract: An exact analytical solution was presented for free vibration of composite shell structure_

hermetic capsule. The basic equations on axisymmetric vibration were based on the Love classical thin

shell theory and derived for shells of revolution with arbitrary meridian shape. The conditions of the

junction between the spherical and the cylindrical shell segments are given by the continuity of defor-

mation and the equilibrium relations near the junction point. The mathematical model of problem is re-

duced to as an eigenvalue problem for a system of ordinary differential equations in two separate do-

mains corresponding to the spherical and the cylindrical shell segments. By using Legendre and

trigonometric functions, exact and explicitly analytical solutions of the mode functions were con-

structed and the exact frequency equation were obtained. The implementation of Maple programme in-

dicates that all calculations are simple and efficient in both the exact symbolic calculation and the nu-

merical results of natural frequencies compare with the results using finite element methods and other

numerical methdos. As a benchmark, the exactly analytical solutions presented in this paper is valu-

able to examine the accuracy of various approximate methods.

Key words: composite shells; hermetic capsule; free vibration; exact solution
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