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摘要:  讨论了建立分裂模量有限元法的必要性, 推导了正交各向异性薄板弯曲问题分裂模量变

分原理的泛函,以此为基础建立了该问题的分裂模量有限元法# 该模型的特点是其中含有一个被

称为分裂因子的参数, 通过算例说明: 适当调整分裂因子的值,可以达到调整有限元模型的刚度、

降低有限元刚度矩阵的谱条件数、克服常规有限元病态问题的目的, 最后分析了克服病态问题的

机理# 
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1  常规有限元模型所存在的问题

有限元模型按其独立函数及单元刚度矩阵之不同,大致可分为五种类型# 1) 根据位移场

在单元的整个域内连续的假定而建立的协调模型
[ 1~ 4]

; 2) 在单元内部假设平衡应力场而建立

的平衡模型[ 4] ; 3) 除在每个单元内部假设平衡的应力场外,沿单元的邻界还假设协调的位移

函数而建立的杂交模型[ 5~ 6] ; 4) 独立函数既包含单元内部的位移,又包含单元内部的应力,以

广义变分原理为基础建立的混合型有限元模型[ 7] ; 5) 杂交 ) 混合有限元模型[ 8]# 

这些有限元模型的解有以下特点: 首先, 用势能原理建立的协调模型较真实结构偏硬,给

出数值解的下限,而用余能原理建立的平衡模型较真实结构偏软,给出数值解的上限
[ 9, 10]# 图

1是以正方形截面直杆为例,在杆的横截面上分别划分出 16, 24, 36, 48, 64, 80, 100个数目的三

角形单元,分别用直杆扭转问题的位移法和力法有限元程序计算的结果,用幂函数拟合后的扭

率与单元数的关系图# 这里反应出的最重要的事实是:在有限元体系中,应变能成分是一个使

模型偏硬的因素,而余能成分则是使模型偏软的因素# 其它三类模型的解一般介于以上二者

之间,应至少比以上两种模型之一的精度高, 当最大单元尺寸趋向于零时理论上都应收敛到解

析解# 所有这些有限元模型, 由于位能及余能成分在泛函中所占的比例是确定的, 一但问题

及单元划分确定, 其有限元总体刚度矩阵的谱条件数也随之确定, 模型的刚度确定, 计算精

度当然也是确定的# 有时难以适应弹性体的各种高谱条件数病态问题, 如极端各向异性体,
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不可压缩问题, 奇变单元, 板的/自锁现象0等# 其次, 工程领域中也常常会遇到一些有限元

病态问题# 

图 1  有限元平衡模型和位移模型解示意图

正是基于理论和工程领域中的需要, 本文引

入了分裂模量变分原理, 建立了分裂模量有限元

法# 该模型具有以下特点:首先,它是一种变比例

混合有限元模型;其次,通过调整模型中所包含的

参数,可以起到调节有限元模型的刚度,降低刚度

矩阵的谱条件数,提高解的精度,灵活适应弹性体

的许多特殊需要, 克服常规有限元病态问题的目

的# 

本文以正交各向异性薄板弯曲问题为例, 给

出了分裂模量有限元模型建立的方法、克服病态问题研究以及克服病态问题的机理分析# 

2  基本方程组的分裂形式

为了建立线性弹性理论的新型变分原理, 有必要引入一些新的概念来描述本构关系[ 11] ,

这将有利于以下的讨论# 在 Cartesian坐标系 xi ( i = 1, 2, 3分别表示 x , y 和z 方向) 中,传统线

性理论的基本方程组可以表示为

  Rij, j + �F i = 0   (在 V 上) , (1)

  eij =
1
2
( ui, j + uj , i )   (在 V 上) , (2)

  Rij = Sijklekl   (在 V 上) ; (3)

或    eij = Cijkl Rkl   (在 V 上) , (4)

  ui = �ui   (在 Su 上) , (5)

  Pi S Rij nj = �P i   (在 Sp 上) , (6)

这里, V 是弹性域,承受有体力 �Fi , 表面为 S = Su + Sp ,在 Su上给定位移 ui , Sp 上给定边界力

�P i , ui , eij 和 Rij 分别表示位移矢量、应变张量和应力张量 # nj 是 S 的单位外法线, Dij 是

Kronecker符号, 而( ,) , j 表示对 xj 求导# 应变能和余能密度函数分别为

  A S Smnpqemnepq / 2, (7)

  B S CmnpqRmnRpq / 2, (8)

这里 Smnpq 和Cmnpq分别为弹性和柔性常数矩阵# 

下面介绍一种与传统基本方程组等价的新的方程组# 

假设 Bijkl是定义在V 上的由任意变量组成的一个矩阵,具有四阶张量的形式, 称其为分裂

因子,满足以下条件

  Bijkl = Bjikl = Bijlk , (9)

  BijklSkls t = Bs tklSklij# (10)

利用分裂因子 Bijkl 可以将弹性常数矩阵Sijkl 分裂为两部分

  Sijkl S BijstSstkl + ( DisDjt - Bijst ) Sstkl , (11)

此时应力 Rij 变为

  Rij = Bijkl Rkl + R
*
ij , (12)

或    Rij = BijklSklmnemn + R*
ij , (13)
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  R*
ij S ( DikDjl - Bijkl ) Rkl , (14)

R*
ij 叫作分裂式应力张量# 作为对 Bijkl 的补充,引出另一个数量矩阵 Amnij ,也满足规定

  Amnij = Anmij = Amnji , (15)

  Amnij ( DikDjl - Bijkl ) = DmkDnl# (16)

由方程( 14)和( 16)可得

  Rmn = AmnpqR
*
pq# (17)

引入两个新的能量密度函数 A
* 和 B

* 如下

  A
*
= BmnklSklp qepqemn / 2, (18)

  B
*
= Cmnkl Aklp q R

*
pq R

*
mn/ 2# (19)

则本构方程转化为

  Rij = BijklSklmnemn + R
*
ij =

5A*

5 eij + R
*
ij , (20)

  eij = CijklAklmn R
*
mn =

5B*

5 R*
ij
, (21)

公式( 20)和( 21)是分裂本构关系# 分裂式平衡方程和应力边界条件如下

  ( BijklSklmnemn ) , j + R
*
ij , j + �F i = 0, (22)

  ( BijklSklmnemn ) nj + R*
ij nj = �P i# (23)

方程( 2) , ( 21)和( 22)以及边界条件( 5)和( 23)是与传统的基本方程等价的分裂式基本方

程,特点是其中包含了可任意变化的分裂因子,在新的有限元模型中它将发挥重要的作用# 

3  分裂模量变分原理的泛函

借助于新的基本方程组, 文[ 11, 12]提出了一般弹性体分裂模量变分原理的泛函

  02p = QV
( A

*
+ eij R

*
ij - B

*
- �Fjuk)dV - Tp , (24)

这里, Tp 的表达式为

  Tp = QS
p

�p iuids + QS
u

( ui - �ui )p idS# (25)

分裂模量变分原理为 D02p = 0,由此可得

  D02p = QV
eij -

5B*

5 R*
kl

5 R*
kl

5 Rij DRij -
5A*

5 eij + R
*
ij

, j
+ �Fi Dui d V-

      QS
u

( ui - �ui ) DPidS + QS
u

5A*

5 eij
+ R*ij - Rij nj DuidS -

      QS
p

5A*

5 eij + R
*
ij nj - �P i DuidS = 0# (26)

由于变量 DRij 和 Dui是相互独立的,变分方程(26) 可给出基本方程(21) 和(22) 以及边界条件

(5) 和(23)# 

以上方程中,令 Bmnkl = BDmkDnl ,可得一最简单且最实用的泛函

02pB = QV

1
2
BSijkleijekl -

1
2
(1 - B) Cijkl Rij Rkl + (1- B) Rij eij - �Fiui d V-

    QS
u

( ui - �ui ) [ BRij + (1- B) Sijklekl ] njdS - QS
p

�p iuidS , (27)
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这里 B是一个关于坐标x i的无量纲参数, 即分裂因子,它可以在[ 0, 1] 内任意变化# B可以看

作是应变能成分在泛函中所占的比重# 对于非协调的有限元模型,如果让 B在[ 0, 1] 以外取

值,有时会得到更好的结果# 

不难看出, 02pB不仅包含应变能成分
1
2
BSijkl eij ekl ,也包含余能成分

1
2
(1- B) Cijkl Rij Rkl ,而

且这些成分的比例可以通过参数 B任意调节# 如果在 V 内和S上令B= 1,且在 Su上ui = �ui ,

则 02pB变为 0p ,即最小势能原理的泛函;而在 V 内若令B= 0,且在 S 上令B= 1, Rij 满足平衡

条件,则它就变为 0c ,即最小余能原理的泛函# 因此, 参数 B的其它中间值可给出更有利的泛

函,用以建立更高精度的变比例混合有限元模型# 

4  分裂模量有限元公式

对于正交各向异性薄板弯曲问题, 其几何方程可表示为

  E= [ Ex , Ey , Cxy ]
T
=

5 u
5x ,

5 v
5y ,

5u
5y +

5v
5x

T

= - z
52w
5x 2 ,

52
w

5y 2 , 2
552w
5x5 y

T

, (28)

其中应变张量 eij 与工程应变Eij 的关系为
eij = Eij ( i = j )

eij =
1
2
Eij ( i X j )

,应力应变关系转化为

  E= CR, (29)

其中,  C =
1

E1E2

E2 - M2E1 0

- M1E2 E1 0

0 0
E 1E2

G

(30)

是柔性常数矩阵,

  R = [ Rx , Ry , Sxy ]
T

(31)

是应力矢量# 

对于正交各向异性薄板弯曲问题,上面泛函中分裂因子 Bmnkl 的选择应该满足以下条件# 

1) 与弹性常数 E1, E 2和 G 相对应, 至少应包含三个独立的非零项# 2) Bmnkl 的选择应保证单

元混合矩阵的对称性# 研究表明,下面的选择是恰当的

  B=

B1 B
*

0

B* B2 0

0 0 B3

, (32)

其中,  B
*
= ( B1M1E2- B2M2E 1) / ( E1- E 2)# (33)

记

  A- 1
=

1 - B1 - B
*

0

- B* 1- B2 0

0 0 1- B3

, (34)

则分裂式应变能函数和余能函数可表示为

  A
*
=

1
2
ET BC- 1E=

1
2
ET EB

ij
E, (35)

  B
*
=

1
2
R
* T
CAR

*
=

1
2
R
T
A
- 1
CR =

1
2
R
T
CB

ij
R, (36)
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上式中

  EB
ij
= BC- 1

(37)

是分裂式弹性常数矩阵,

  CB
ij
= A- 1

C (38)

是分裂式柔性常数矩阵, 分裂式应力为

  R*
= ( DikDjl - Bijkl ) Rkl = A- 1 R# (39)

将方程( 35) , ( 36)和( 39)代入泛函( 24)式得

  02p = QAQ1
2
ET EB

ij
E+ ETA- 1 R-

1
2
RT CB

ij
R- �F kuk dzdA - Tp# (40)

记    J = [ Jx , Jy , 2Jxy ]
T
= -

52w
5x 2 ,

52w
5y 2 , 2

52
w

5x5 y

T

, (41)

  M = [ Mx , My , Mxy ]
T
=

t
3

12z
[ Rx , Ry , Sxy ]

T# (42)

将( 41)和( 42)代入泛函( 40) ,并沿 z 轴方向进行积分得

02p =
1
2QA

t
3

12
JT
EB

ij
J+ 2JTA- 1

M-
12
t
3 M

T
CB

ij
M - 2�qw dA - Tp , (43)

其中

Tp = QS
p

�Mn
5w
5n + �Qnw dS - QS

u

5w
5 n -

5�w
5n Mn + ( w - �w ) Qn dS# (44)

方程( 43)就是正交各向异性薄板弯曲问题分裂模量变分原理的泛函# 

上式中 A 为板中面域, S = Sp + Su 为其边界, Su上给定挠度�w 和
5�w
5 n ,而在 Sp上指定边界

弯矩 �Mn和�Qn, 承受横向荷载�q , E1、E2为两个弹性主向上的弹性模量, M1和M2为两个弹性主向

上的波桑比, G 是剪切弹性模量; B1、B2、B3为分裂因子# 

选取三角形板弯曲单元,引入结点位移矢量为 d i = [ w i , Hx i , Hyi ]
T
( i , j , m) ,则单元位移矢

量为

  d = [ d
T
i , d

T
j , d

T
m ]

T# (45)

单元位移选用线性模式, 将结点坐标、结点位移代入后得形函数,由此得应变矢量为

  J = Bd, (46)

其中 B是常规位移有限元的应变矩阵[ 13]# 同一单元的应力矢量当作常量, 记为

  M0 = [ Mx0, My0, Mxy0]
T
, (47)

然后将方程( 46)和( 47)代入泛函( 43)式得

  02p =
1
2 E

e

d
T
kw d + 2d

T
kwmM0- M

T
0kmM0 - 2d�q

e
, (48)

其中   kw = Qe
B

T t
3

12EBij BdAe ;  kwm = Qe
B

T
A
- 1

dA e = k
T
mw# (49a, b)

  km = Qe

12

t
3 CBij dA e# (49c)

分裂式单元混合刚度矩阵为

  ke =
kw kwm

kmw km
# (50)

变分方程 D02p = 0给出最终的代数方程:
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  Kp = q# (51)

正交各向异性薄板弯曲问题分裂模量有限元的单元混合刚度矩阵( 50)既不同于常规混合

有限元的刚度矩阵, 也不同于其它模型的刚度矩阵, 它由刚度矩阵 kw、柔度矩阵 km 和两个混

合型矩阵kwm与kmw 组成# 其中刚度矩阵 kw 中,令 B1 = B2 = B3= 1,则其转化为常规位移元

中的刚度矩阵# 对于完备的协调有限元模型,刚度矩阵 kw 部分是使模型偏硬的因素,而柔度

矩阵 km 部分是使模型偏软的因素 # 但无论是协调还是非协调有限元模型, 都可以通过改变

分裂因子的值, 来改变有限元模型的刚度,使有限元模型更接近于弹性体的真实情况, 达到提

高解的精度,克服常规有限元中某些病态问题的效果# 

以上各列式中令 E1 = E 2 = E , M1 = M2 = M, G =
E

2(1+ M)
和 B1 = B2 = B3 = B,即转化

为各向同性薄板弯曲问题分裂模量有限元模型,泛函(43) 转化为

02pB =
1
2QA

t
3

12
J
T
EBJ+ 2(1- B) J

T
M-

12

t
3M

T
CBM- 2�qw dA - Tp , (52)

其中 EB= BC- 1和 CB= (1- B) C是分裂式弹性和柔性常数矩阵# 分裂式单元混合刚度矩阵

各分量转化为

  kw = Qe
B

T t
3

12
EBBdA e ;  kwm = (1- B)Qe

B
TdA e = k

T
mw, (53a, b)

  km = Qe

12

t
3 CBdA e# (53c)

5  算 例分 析

本段通过算例说明分裂模量有限元具有刚度可调整,计算精度高,可克服某些病态问题等

优点# 

算例 511  四边固支的正交各向异性方板,承受集度为 P 0的均布横向荷载, 假设边界与

弹性主向平行# 板中心挠度的解析解为[ 14]
W0 = 01001 56p 0a

4
/ D0;用差分法(4 @ 4正方形网

格) 计算的结果为 W0 = 01001 9p 0a
4
/ D0,误差为 24%# 

用分裂模量有限元计算,单元网格如图 2,令所有单元的分裂因子为 B1= B2 = B3= 01999

9,得板中心的挠度为 W0= 01001 60p 0a
4
/ D0,误差为216%# 如果令所有单元的分裂因子为 B1

= B2 = B3= 116,则挠度为 W0= 01001 558p 0a
4
/ D0,此时的误差已非常小,十分接近解析解# 

可见分裂模量有限元的计算精度比差分法高得多# 

现假设板中心有一硬块, 1/ 4板的单元网格如图3# 令 D0硬块单元 = 0192 @ 1012D0一般单元,此

时由于硬块的面积仅占板总面积的 1/ 64, 故由理论分析可知板中心处的挠度应比无硬块时稍

小,但相差不大# 如果用常规位移元来计算,则已出现病态# 

用分裂模量法计算,硬块单元的分裂因子 B1、B2和 B3分别取为10- 12、01999 9和01999 9,其

它单元分裂因子的取值为0101、01999 9和 01999 9,得板中心的挠度为 W0= 01001 42p 0a
4
/ D0,

与理论分析结果相吻合# 说明分裂模量法能够克服常规位移元因两个弹性主向上的模量相

差巨大所引起的病态# 

下面再来看分裂模量有限元在各向同性薄板分析中的应用# 

算例 512  一正方形均匀薄板, 四边简支,承受集度为 918 @ 10
- 3

Mpa的均匀横向荷载,板

长为 0120m,厚度为012 @ 10- 2m,弹性模量为 20518GPa, M= 013, 1/ 4板的网格划分如图4# 板
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图 2 各向异性无硬块方板单元      图 3 各向异性含硬块方板单元

中心处挠度的解析解
[ 15]
为 W0 = 41222 @ 10

- 4
m# 

图 4  各向同性均

匀方板单元

用Herrmann[ 16]提出的有限元混合法计算的结果为 w 0 =

41389 @ 10
- 4
m,误差为3196%# 用分裂模量法, 取 B= 01999 9,计

算的解为w 0= 41250 @ 10- 4m,误差为0166%# 当分裂因子 B由零

逐渐增大时,挠度的数值解由上方逼近真解并一直变到比真解小

如图 5# 说明用分裂模量法解题时,可以通过适当地选取分裂因

子 B的值来提高解的精度# 

现在令板中心 8个单元的弹性模量为 21058 @ 1016Gpa# 由于

这个硬块的尺寸仅占板总面积的 1/ 64,因此理论分析可以判断挠

度应比均匀板稍小, 但相差不大# 此时普通位移法已出现严重病

态# 用分裂模量法, 令一般单元的分裂因子为 01999 9保持不变, 硬块单元的分裂因子小于

110 @ 10- 20以后,板中心处挠度的解变得稳定,并与理论分析结果一致如图 6# 

图 5  分裂因子与板中心挠             图 6 板中心挠度随分

度的分裂法解的关系 裂因子变化图

再让硬块单元的弹性模量由 20518GPa渐增到 21058 @ 1018GPa# 用常规位移法计算, 当两

类单元的弹模比增加到 E(2) / E (1) = 110 @ 10
12
以后,挠度的解出现病态# 如果用分裂模量

法来计算, 随着弹性模量的逐渐增加,让分裂因子的值逐渐减小, 计算结果如图 7, 可见其解的

精度高,且非常稳定# 说明分裂模量法能够克服因弹性模量相差巨大所引起的病态问题# 

6  克服有限元病态问题的机理分析

有限元病态是一个比较复杂的问题,下面仅以材料两个弹性主向上的弹性模量相差巨大

时所引起的病态问题为例分析分裂模量法克服病态问题的机理# 

对于正交各向异性薄板弯曲问题,当两个弹性主向上的弹性模量相差巨大时, E 2相比 E1
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图 7  挠度随弹性模量变化图(分裂法)

太小,由常规位移法的弹性常数矩阵

E =
1

2(1 - M1M2)

E1 M1E2 0

M2E1 E2 0

0 0 G(1 - M1M2)

(54)

可看出,由于计算机的有效字长有限, E2 的有效数字部

分或全部被忽略,其极限情况 E1/ E2 y ] 时, E 2将被当

做零来处理, 这样的有限元模型背离了原弹性力学方

程,使其解发生病态# 分裂模量有限元法则不同, 它的

弹性常数矩阵 EBij 为

EBij =
1

2(1- M1M2)

B1E1+
( B1- B2) ( M1E2)

2

E1- E 2
B1M1E2+

( B1 - B2) (M1E 2)

E1/ E2- 1
0

B2M2E1 +
( B1- B2) (M2E1)

1- E2/ E1
B2E 2+

( B1- B2) (M1E2)
2

E1 - E2
0

0 0 B3G( 1- M1M2)

(55)

注意到 M1E2 = M2E1是一个量级适中的数,当某个弹性主向上的弹性模量 E1相比另一弹性主

向上的模量 E2高出 K个量级时,令该弹性主向上的分裂因子 B1为10- K,另一分裂因子为一个

接近于1的数,则 B1E 1为一个量级相当的数,这就保证了弹性常数矩阵 EBij 中的元素不至于因

弹性主向上的模量相差巨大而量级相差巨大# 产生病态问题的潜在因素被消除了# 

7  结   语

分裂因子并不影响严格的弹性理论解,这是由解的唯一性所决定的# 然而把它用于有限

元时, 其取值对数值解的精度却有很大的影响,通过改变分裂因子的值,可以调节有限元模型

的刚度,使有限元模型能更好地适合弹性体的真实情况,这正是最初引入分裂因子的实用目的

之一。关于分裂因子的选取方法请参考文[ 17] , 这里不再讨论# 
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Splitting Modulus Finite Element Method for

Orthogonal Anisotropic Plate Bending

DANG Fa_ning1,  RONG Ting_yu2,  SUN Xun_fang2

( 11 Institute of Geotechn ical En gineer ing , Xi. an Un iver sity of

Technolo gy , Xi. an 710048, P R China ;

21Depa rtm ent of Applied Mechan ics and En gineer ing , Southw est Jia oton g Un iver sity ,

Chen gdu 610031, P R China )

Abstract: Splitting modulus variational principle in linear theory of solid mechanics was introduced,

the principle for thin plate was derived, and splitting modulus finite element method of thin plate was

established too. The distinctive feature of the splitting model is that its functional contains one or

more arbitrary additional parameters, called splitting factors, so stiffness of the model can be adjusted

by properly selecting the splitting factors. Examples show that splitting modulus method has high pre-

cision and the ability to conquer some ill_conditioned problems in usual finite elements. The cause

why the new method could transform the ill_conditioned problems into well_conditioned problem, is

analyzed finally.

Key words: splitting modulus variational principle; method of splitting modulus finite elements;

anisotropic; ill_conditioned problems
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