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摘要:  研究磁流体横向流动的一维模型, 在解的强间断出现后流场的性质# 利用迭代法具体构

造了该方程组的强间断 ) 激波以及问题的熵解# 同时, 利用激波的性质, 给出了各物理参量在爆

破点附近的奇性估计# 
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引   言

考虑在Lagrange坐标下的一维磁流体力学方程组
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其中 u , S, H y , H z 与S 为未知函数,它们分别表示速度,比容,磁场在 y , z 方向上的分量与熵,

该方程组是描述磁流体横向流动的一维模型# 可用来解释地球和天体物理学中磁场湮灭以及

磁场位移转换, 磁通量放大等过程# Sideris[ 1]在一定的条件下,证明了 Euler方程组的经典解

必在有限时刻产生爆破# Rammaha
[ 2]
利用 Sideris的方法对磁流体力学方程组作了讨论,得到

在初始条件紧支集时其经典解将产生爆破;孔德兴[ 3]证明了对一维磁流体力学方程组,在初值

为紧支的条件下,经典在有限时刻产生爆破# 在实际问题中,更困难同时也更为人关心的问题

是经典解在爆破后, 流场在爆破点附近的奇性结构如何? 激波的性质入位置能否确定? 本文

将主要解决这两个问题# 
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1  主 要结 果

取H 2 = SH y ,H 3 = SH z, 则(1) 可写为:

  

5S
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(2)

其中状态方程 P = P ( S, S ) 满足 PS < 0, PSS < 0,则(2) 是个非严格双曲型方程组,它的特征

根

  K1 = - - PS +
H

2
2+ H

2
3

4PS
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H
2
2+ H

2
3

4PS
3 # (3)

这里 K1, K5是在 P. D. Lax 意义下真正非线性的, 而 K2, K3, K4是线性退化的# 

引入 Riemann不变量,
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(4)

记 f = f ( S, S, H 2,H 3) = P+
1
8P

H
2
2+ H

2
3

S2
, 定义函数 F( v, S, H 2,H 3) 其满足 FS = - fS# 由

于 FS \ 0,所以由隐函数定理可知,存在函数 G 满足

  S = G( z - w , S, H 2, H 3)# 

利用函数 H ( z - w , S ,H 2, H3) = - f ( G, S, H 2,H 3) 及(4) 可将方程组(2) 化为

5 tz - 51H 5xz + A( S t - 51H 5xS ) + C(5 tH 2- 51H5xH 2) + D(5 tH 3- 51H 5xH 3) = 0,

5 tw + 51H5xw + A (5 tS - 51H 5xS ) + C(5 tH 2+ 51H5xH 2) + D(5 tH 3- 51H 5xH 3) = 0,

5H 2

5 t = 0,

5H 3

5 t = 0,

5S
5t = 0,

(5)

其中 51H 表示函数H 关于第一个自变量 z - w 求导,不难计算

  51H = - fS = - PS+
H

2
2+ H

2
3

4PS3
, (6)

且
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如果流体在连续区域内是压缩单波,随着时间的推移, 最终出现了激波# 该问题可转化为

求解( 5)的 Cauchy问题, 且初始条件为

  z | t= 0 = z 0( x ) , w | t = 0 = S | t = 0 = H i | t = 0 = 0   ( i = 1, 2) , (8)

以及存在一点 y 0 I R 满足z
c
0( y 0) = minz

c
0( y ) < 0# 

实际上, 若压缩单波是由第一族特征形成的,则在该区域中 w , S, H 2,H 3皆为常数# 我们

不妨将常数取为零# y 0的存在是说明第一族特征线将形成以( t 0, x 0) 为尖点的包络,且从( t 0,

x 0) 处有激波出现,其中 t 0是问题的经典解产生爆破的时刻,下面是本文的主要结果# 

定理 111  若第一族特征形成以 ( t 0, x 0) 为尖点的包络,则(5) , (8) 在 t < t0 的范围内存

在经典解,在 t \ t 0内有激波 #: x = <( t ) , ( <( t 0) = x 0) ,在( t 0, x 0) 的邻域 8内, (5)、(8) 存

在满足Rankine_Hugoniot条件及熵条件的弱解,而且该弱解在 8 内满足如下的估计

  

<( t ) = x 0+ A( t - t0) + O( ( t - t 0)
2
) ,

z ( t , x ) = z ( t 0, x 0) + O( ( t - t0)
3
+ ( x - x 0- A( t - t 0) )

2
)

1/ 6
,

w ( t , x ) = O( ( t - t 0)
3/ 2

) ,

S( t , x ) = O( ( t - t 0)
3/ 2

) ,

H i ( t , x ) = O( ( t - t0)
3/ 2

) ,

(9)

其中 A是第一族特征线在( t 0, x 0) 处的斜率# 

2  近似解序列

我们利用迭代法证明本文的主要结果# 在这一节,首先给出迭代格式# 为了计算的方便,

可以做一坐标变换将 ( t 0, x 0) 移到原点# 下面我们仍作( t , x )# 在新的坐标系中,当 t < 0时

原问题的解是已知的,不妨取 t 0 = 1,因为在单波区域内 w, S ,H 2, H3 皆为零,故我们取 w
0
( t ,

x ) = S
0
( t , x ) = H

0
2( t , x ) = H

0
3( t , x ) = 0且 z

0
( t , x ) 满足
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0
- 51H ( z

0
, 0, 0, 0)5xz

0
= 0,

z
0
| t= - 1 = z 0( x ) ,

(10)

而且在激波线上满足 Rankine_Hugoniot条件及熵条件# 

在[ 4] , [ 5]中作者详细地讨论了单个守恒方程的激波生成,下面的引理我们不再证明请参

阅[ 4] , [ 5]# 这一部分所采用的记号不同于其它部分# 

考虑 Cauahy问题

  
5 u
5 t +

5f ( u)
5x = 0,

u | t= - 1 = u0( x ) ,

(11)

其中 f ( u ) I C
]
, u0( x ) I C

P
( P \4)# 记 g( B) = - f c( u0( B) )# 通过计算可知, (11) 的特

征线是 x = B+ tg( B) ,若 g( B) 满足
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  g(0) = gd(0) = 0,  gc(0) = - 1,  g
(3)

= 6,  Bgd( B) > 0# (12)

则( 11)的特征线将形成以( 0, 0)为尖点的包络# 

引理 211  ( 11)在 t \0内有弱解 u = u( t , x ) 以及激波 x = <( x ) I C
P/ 2# 若 x X <( t )

则解 u( t , x ) I C
P
, 进一步,该解及激波满足估计
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3
+ x

2
)

1/ 6
,

| 5 tu( t , x ) | [ C( t
2
+ x

2
)
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,

| 5xu( t , x ) | [ C( t
3
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2
)
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,

| 5xxu( t , x ) | [ C( t
3
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2
)
- 5/ 6

,  ( t , x ) X (0, 0)# 

(13)

引理 212  对后向特征线 x = N? ( t , s, y ) ,当( s, y ) I O(0, 0) 且 s > 0时,它不会与激波

x = <( t ) 相交,且满足估计

  

? N? (0, s , y ) = s + O( s ) + | O( y
1/ 3
) | ,

? ( N? ( t , s, y ) - y ) = s( s - t ) + O( s( s - t ) ) + | y
1/ 3
( s - t ) | ) ,

t
3
+ N2

? ( t , s , y ) \ 5
16
( s

3
+ y

2
)# 

(14)

引理 213  若函数 F( t , s , y ) 满足

  | F( t , s, y ) - N( t , s , y ) | [ Cs( s - t ) ,

则对充分小的 s, 成立

  0 < - Q
s

0
5nf c( u) ( t , F( t , s , y ) ) dt < ln

3
2 + C s , (15)

其中 N( t , s , y ) 的意义与引理 212中的相同# 

若将引理 211~ 引理 213应用于( 10) ,则我们可知( 10)存在从原点出发的激波, 而且( 10)

的熵解 z
0
( t , x ) 满足估计(13) , (10) 的特征线满足(14)# 

由第 0 步起, 我们可以得近似解序列 z
v
( t , x ) , w

v
( t , x ) , S

v
( t , x ) , H

v
2( t , x ) ,

H
v
3( t , x ) 及 <v ( t , x ) # 但是每做一步, 激波的位置 x = <v ( t )都将发生改变# 为了便于计

算,我们取坐标变换 #:

  #: t 1 = t ,  x 1 =
x - <v ( t )   ( t \ 0) ,

At ,   (- 1 [ t < 0) ,
(16)

则变换化 # 将激波的位置固定在 t轴上, 为了方便,下面仍将变换后的座标记作( t , x )# 取函

数

  Rv ( t ) =
( <v )c( t ) ( t \ 0) ,

A(- 1 [ t < 0)# 

我们的主要目标是证明解在激波生成点( 0, 0)附近的存在性, 故在下面的讨论中,将局限在区

域 8 中,其中 8 = 80 G 8+ G 8- # 

  

80 = ( t , x ) , - 1 [ t < 0, - E< x < E ,

8+ = ( t , x ) , 0 [ t [ G, 0 [ x [ E- t ,

8- = ( t , x ) , 0 [ t < G, - E+ t [ x [ 0 ,

其中 E, G为充分小的常数# 

如果 z
v
, w

v
, S

v
, H

v
i ( i = 2, 3) 已知, 则相应地函数 Rv , uv 亦可知# 且取
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v
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v
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 (当 t \ 0) ,

A (当 t < 0) ,
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其中[#]表示#在激波两侧的跳跃度# 

取 z
v+ 1

, w
v+ 1

, S
v+ 1

,H
v+ 1
2 ,H

v+ 1
3 为下面线性方程组的解,
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5H v+ 1
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5H v+ 1
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5x = 0,

5Sv+ 1
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及初始条件

  

z
v+ 1

(- 1, x ) = z 0( x ) ,

w
v+ 1

(- 1, x ) = S
v+ 1

(- 1, x ) =

  H
v+ 1
2 (- 1, x ) = H

v+ 1
3 (- 1, x ) = 0# 

(19)

对上述线性的 Cauchy问题( 18) ~ ( 19)可以由特征线法求解# 为了能够得到该近似解序

列的收敛性,必须要确定 w
v+ 1

, S
v+ 1

, H
v+ 1
i 在 t = 0右侧的值# 

引理 214  若 S- = H 2- = H 3- = w- = 0,则存在光滑函数 M (#, #) , N2(#, #) , N3(#, #)

及 W(#, #) 使得

  

S+ = M ( z- , z + ) [ z ]
3
,

H 2+ = N 2( z- , z+ ) [ z ]
3
,

H 3+ = N 3( z- , z+ ) [ z ]
3
,

w+ = W( z- , z + ) [ z ]
3# 

(20)

证明  该引理中第四式可以由 P. D. Lax 的结果直接得到,对于前三式可以将其表达式做

Taylor 展开后得以证明# 在此省略其证明# 

在下一节我们首先证明命题 F
v
,然后说明我们所做的序列在 L

]
中的紧性# 

  F
v
:

z
v
( t , x ) , w

v
( t , x ) , S

v
( t , x ) , H

v
i ( t , x ) I C

1
( 8+ / (0, 0) ) ,

| z
v
( t , x ) - z

0
( t , x ) | [ Ct ,

| S
v
( t , x ) , w

v
( t , x ) ,H

v
2( t , x ) , H

v
3( t , x ) | [ Ct

3/ 2
,

| ẗ , x( z
v
- z

0
) | [ C( t

3
+ x

2
)
- 1/ 6

,

| ẗ , xS
v
, ẗ , x , H

v
2, ẗ, xH

v
3, ẗ, xW

v
| [ Ct

1/ 6# 

(21)
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3  近似解序列的有界性

我们利用归纳法证明命题 F
v
,其中的常数 C 在不同的式子可能取不同的值# 

引理 311   若命题 F
v 成立,则存在常数 P ,使得

  | Rv - R0 | [ Pt# (22)

由于函数 z
v
, w

v
,H

v
2, H

v
3, S

v 在区域 8- 中不依赖于 v, 故

  | Rv - R0 | [ C( | z
v
- z

0
| + | w

v
| + | S

v
| + | H

v
2 | + | H

v
3 | )# 

所以,由命题 F
v 可知该结论成立# 

反复利用归纳法可以证明第 v 步的特征线 x = Nv ( t , s, y ) ( Nv ( s, s , y ) = y ) 满足估计:

  | Nv ( t , s , y ) - N0( t , s , y ) | [ C ( s( s - t ) )# (23)

其中 N0
( t , s, y ) 是过( s, y ) , (10) 的特征线# 

引理 312  若命题 F
v
成立, E, G充分小, 则

  | ( z
v+ 1

- z
0
) ( t , x ) | [ Ct# (24)

证明  取 V( t , x ) = ( z
v+ 1

- z
0
) ( t , x ) , 则 V( t , x ) 满足

5 tV- (51H
v
+ Rv )5xV = (51H

v
- 51H

0
+ Rv - R0)5xz

0
- A

v
(5 tS

v
- (51H

v
+ Rv )5xSv ) -

  C
v
(5 tH

v
2- (51H

v
+ R

v
)5xH v

2) - D
v
(5 tH

v
3 - (51H

v
+ R

v
)5xH

v
3) ,

V | t= - 1 = 0# 

沿特征线 x = Nv+ 1
( t , s, y ) 积分得

  V( s, y ) = Q
s

0
(51H

v
- 51H

0
+ Rv - R0

)5xz
0
( H, Nv+ 1

( H, s, y ) )dH-

Q
s

0
A
v
(5 tS

v
- (51H

v
+ Rv )5xS

v
) + C

v
(5 tH

v
2 - (51H

v
+ Rv )5xH

v
2) +

D
v
(5 tH

v
3- (51H

v
+ R

v
)5xH

v
3) ( H, N

v+ 1
( H, s , y ) )dH=

I 1( s) + I 2( s )# 

借助于 F
v 可知

  | I 2( s) | [ CQ
s

0
HdH= Cs

3/ 2# 

而由引理 211知 | 5xz
0
| [ Cs

- 1以及引理 311 | Rv - R0
| [ Ps# 所以

  | I 1( s) | [ CQ
s

0
HH- 1dH [ Cs# 

故

  | z
v+ 1

( t , x ) - z
0
( t , x ) | [ Ct# 

命题 313  若命题 F
v 成立, 则

  | w
v+ 1

( t , x ) , S
v+ 1

( t , x ) , H
v+ 1
2 ( t , x ) , H

v+ 1
3 ( t , x ) | [ Ct

3/ 2# (25)

注意到事实, 这四个函数在 8 0 G 8- 中恒为零, 利用引理 214可知 w
v+ 1

( t , 0+ ) , S
v+ 1

( t ,

0+ ) , H
v+ 1
2 ( t , 0+ ) , H

v+ 1
3 ( t , 0+ ) ,这样在 8+ 中便要求解初边值问题# 证明方法类似于引理 312

的证明,不同之处就是要注意边界条件# 

引理 314  若命师 F
v 成立, 则

  | ẗ, x ( z
v+ 1

- z
0
) | [ C ( t

3
+ x

2
)
- 1/ 6# (26)
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证明  取 W( t , x ) = 5x( z
v+ 1

- z
0
) , 则 W( t , x ) 满足:

5 tW - (51(H
v
+ R

v
)5xW- 5 t ( A

v5xS
v
) + (51H

v
+ R

v
)5x( A

v5xS
v
) -

  5 t ( C
v5xH

v
2) + (51H

v
+ Rv )5x( C

v5xH
v
2) - 5 t ( D

v5xH v
3) +

  (51H
v
+ Rv )5x (D

v5xHv3) =

  (51H
v
- 51H

0
+ Rv - R0

)5xxz
0
- 5x(51H

v
)5xW+

  (51H
v
- 51H

0
)5xz

0
+ A

v
x5 tS

v
+ A

v
t5xS

v
-

  2(51H
v
+ Rv )5xA

v
+ C

v
x5 tH

v
2+ C

v
t5xH

v
2- 2(51H

v
+ Rv )5xC

v
+

  D
v
x5 tH

v
3+ D

v
t5xH v

3 - 2(51H
v
+ Rv )5xD

v
,

W | t= - 1 = 0# 

为了记号方便, 不妨取上式右边为 P1,沿特征线 x = Nv+ 1
( t , s , y ) 可得

  W( s, y ) - A
v5xS

v
- C

v5xH
v
2- D

v5xH
v
3 = Q

s

0
P1( H, N

v+ 1
( H, s , y ) )dH# 

通过引理 211可知及引理 212可知

  Q
s

0
| (51H

v
- 51H

0
+ R

v
- R

0
)5xxz

0
| dH [ Q

s

0
CH( H

3
+ ( N

v+ 1
)

2
)
- 5/ 6

dH [

      Cs
2
( s

3
+ y

2
)
- 5/ 6 [ C( s

3
+ y

2
)
- 1/ 6# 

利用命题 F
v 可知,存在函数 g(#) 与 h(#, #) 使得

  | g ( H) | [ CH
- 1
, | h( t , x ) | [ C( t

3
+ x

3
)
- 1/ 6

,

  Q
s

0
g( H)dH [ ln

3
2
+ C s ,

且未知函数 W 满足

  | W( s, y ) - A
v5xS

v
- C

v5xH
v
1- D

v5xH
v
2 | [ Q

s

0
g( H) | W | dH+ h( s , y )# (27)

由( 6)及命题 F
v 可知

  | A
v5xS

v
+ C

v5xH
v
2+ D

v5xH v
3 | [ C( s

3
+ y

2
)

1/ 6# (28)

将( 28)代入( 27)可得

  | W( s, y ) - A
v5xS

v
- C

v5xH
v
2- D

v5xHv3 | [

      Q
s

0
g( H) | W - A

v5xS
v
- C

v5xH
v
2- D

v5xH
v
3 | ( H, N

v+ 1
( H, s , y ) )dH+ h1( s, y )# 

其中函数 h1( s, y ) 满足 | h1( s, y ) | [ C( s
3
+ y

2
)
- 1/ 6# 

借助于Gronwall不等式, 可得估计

  | W( s, y ) - A
v5xS

v
- C

v5xH
v
2- D

v5xHv3 | [ C( s
3
+ y

2
)
- 1/ 6# (29)

再次将( 28)代入( 29)得到

  | W( s, y ) | [ C( s
2
+ y

2
)
- 1/ 6

,

即

  | 5x ( z
v+ 1

- z
0
) ( s, y ) | [ C( s

3
+ y

3
)
- 1/ 6# 

利用方程组本身及命题 F
v
,可知 | 5 t ( z

v+ 1
- z

0
) ( s, y ) | [ C( s

3
+ y

2
)
- 1/ 6# 

引理 315  若命题 F
v 成立, 则

  | ẗ, xS
v+ 1

, ẗ , xH
v+ 1
2 , ẗ , xH

v+ 1
3 , ẗ , xw

v+ 1
| [ Ct

1/ 2# (30)
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类似于引理 314可以证明 ẗ , xw
v+ 1的估计式# 对线性方程5 tS

v+ 1
- Rv ( t )5xS

v+ 1
= 0# 两

边求关于 x 的导数# 

  5 t (5xS
v+ 1

) - R
v
( t )5x(5xS

v+ 1
) = 0# 

则5xS
v+ 1 沿其特征为常数# 根据初始条件与引理214,对 ẗ , xS

v+ 1的估计相同的作法可知

  | ( ẗ , xH
v+ 1
2 , ẗ , xH

v+ 1
3 ) ( t , x ) | [ C t# 

所以可知命题 F
v 对所有的 v I N 皆成立# 

4  主要结果的证明

基于前面的推导,在该节中,我们要说明所做的近似解序在 L
]
中的收敛性# 

定理 411  在命题 F
v 下,有

  | R
v
- R

v- 1
| [ C( +w

v
- w

v- 1 +L
] + +S

v
- S

v- 1 +L
] + +H

v
2- H

v- 1
2 +L

] +

      +H
v
3- H

v- 1
3 +L

] ) +
1
2
(5 z

0
z

0H
0
+ C t +z

v
- z

v- 1 +L
] ) ,

  +z
v+ 1

- z
v +L

] [ C( +w
v
- w

v- 1 +L
] + +S

v
- S

v- 1 +L
] + +H v

2- H
v- 1
2 +L

] +

      +H
v
3- H

v- 1
3 +L ] ) +

4
5

+z
v
- z

v- 1 +L ] ,

  +w
v+ 1

- w
v +L

] + +S
v+ 1

- S
v +L

] + +H
v+ 1
2 - H

v
2 +L

] + +H
v+ 1
3 - H

v
3 +L ]

) [

      C t ( +w
v
- w

v- 1 +L
] + +S

v
- S

v- 1 +L
] +

      +H
v
2- H

v- 1
2 +L

] + +H
v3- H

v- 1
3 +L

] ) , (31)

其中 H
0
= H ( z

0
, 0, 0, 0)# 

证明  因为

  R
v
= -

[ H ( z
v
- w

v
, S

v
, H

v
2, H

v
3) ]

( zv + w
v
)

# 

所以( 31)的第一式可以由微分中值定理可知其成立# 

接下来证明( 31)的第二式# 取 Z ( s, y ) = ( z
v+ 1

- z
v
) ( s, y ) ,则 Z( s , y ) 满足

5 tZ - (51H
v
+ Rv )5xZ = (51H

v
+ Rv - 51H

v- 1
- Rv- 1

)5xz
v
- A

v
(5 tS

v
- (51H

v
+

    R
v
)5xSv + A

v- 1
(5 tS

v- 1
- (51H

v
+ R

v- 1
)5xSv- 1

- C
v
(5 tH

v
2-

    (51H
v
+ R

v
)5xH

v
2) + C

v- 1
(5 tH

v- 1
2 - (51H

v- 1
+ R

v- 1
)5xH

v- 1
2 ) -

    D
v
(5 tH

v
3- (51H

v
+ Rv )5xH

v
3) + D

v- 1
(5 tH

v- 1
3 - (51H

v- 1
+ Rv- 1

)5xH
v- 1
3 ) ,

Z | t = - 1 = 0# 

取上式右端为 P 3,沿特征线 x = Nv+ 1
( t , s , y ) 积分可得

  ( z
v+ 1

- z
v
) ( s, y ) = Q

s

0
P 3( H, N

v+ 1
( H, s, y ) )dH# 

通过引理 312、( 15)及该定理的第一式可知

  Q
s

0
(51H

v
+ Rv - 51H

v- 1
- Rv )5xz

v
( H, Nv+ 1

( H, s , y ) )dH=

      Q
s

0
(51H

v
- 51H

v- 1
+ Rv - Rv- 1

)5x ( zv - z
0
) ( H, Nv+ 1

( H, s , y ) ) dH+

      Q
s

0
(51H

v
- 51H

v- 1
+ Rv - Rv- 1

)5xz 0
( H, Nv+ 1

( H, s , y ) )dH=
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      I 1( s ) + I2( s ) ,

及

  I 2( s ) [ 3
2

ln
3
2
+ C s ( +z

v
- z

v- 1 +L
] + ( +w

v
- w

v- 1 +L
] + +S

v
- S

v- 1 +L
] +

      +H
v
2- H

v- 1
2 +L

] + +H
v
3- H

v- 1
3 +L

] )# 

因为 | 5x ( z
v
- z

0
) ( H, Nv+ 1

( H, s, y ) ) | [ CH- 1/ 2
,则

  | I 1( s) | [ C s ( +z
v
- z

v- 1
+ +L

] + ( +w
v
- w

v- 1 +L
] + +S

v
- S

v- 1 +L
] +

      +H
v
2- H

v- 1
2 +L

] + +H
v
3- H

v- 1
3 +L

] )# 

由命题 F
v 可知P 3的其余项不超过

  C s ( +z
v
- z

v+ 1 +L
] + +w

v
- w

v- 1 +L
] + +S

v
- S

v- 1 +L
] +

      +H
v
2- H

v- 1
2 +L

] + +H
v
3- H

v- 1
3 +L

] )# 

所以,在 E, G充分小的条件下, C s +
3
2

ln
3
2

[ 4
5

# 将上述的不等式相加,则可得(31) 的第二

式# (31) 的第三式用类似的方法可知,在此不作详细展开# 

作 C (31) 3+ ( 31) 2,可得

  +z
v+ 1

- z
v +L ]

+ C ( +w
v+ 1

- w
v +L

] + +S
v+ 1

- S
v +L

] +

      +H
v+ 1
2 - H

v
2 +L

] + +H
v+ 1
3 - H

v
3 +L

] ) [

      4
5
+ 2C t +z

v
- z

v- 1 +L
] + C(1+ t) ( +w

v
- w

v- 1 +L
] +

      +S
v
- S

v- 1 +L
] + +H

v
2- H

v- 1
2 +L

] +

      +H
v
3- H

v- 1
3 +L

] )# (32)

故,若 E, G充分小使得 2C t +
4
5

[ 9
10

,则

  +z
v+ 1

- z
v +L

] + C ( +w
v+ 1

- w
v +L

] + +S
v+ 1

- S
v +L

]
+

      +H
v+ 1
2 - H

v
2 +L

] + +H
v+ 1
3 - H

v
3 +L

] ) [

      9
10

( +z
v
- z

v- 1 +L ] + C( +w
v
- w

v- 1 +L ] +

      +S
v
- S

v- 1 +L
] + +H

v
2- H

v- 1
2 +L

] +

      +H
v
3- H

v- 1
3 +L ] ) )# (33)

通过不动点原理可知,函数列 z
v

w
v

S
v

H
v
2 与 H

v
3 是一致收敛的 # 由(17) 可以

得到 Rv 的一致收敛性 # 而激波 <v 是 Rv 的积分, 故 <v ( t ) 亦一致收敛# 取 z , w , S ,

H 2,H 3, <分别为上述序列的极限函数,则由命题 F
v 可知,它们亦满足方程组
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5 tz - (51H + R)5xz + A (5 tS - (51H + R)5xS ) + C(5 tH 2-

  (51H + R)5xH 2) + D(5 tH 3- (51H + R)5xH 3) = 0,

5 tw + (51H - R)5xw + A(5 tS + (51H - R)5xS) + C (5 tH 2+

  (51H - R)5xH 2) + D(5 tH 3+ (51H - R)5xH 3) = 0,

5H 2

5t - R
5H 2

5x = 0,

5H 3

5t - R
5H 3

5x = 0,

5S
5 t - R

5S
5x = 0# 

(34)

将( 22)取 v y+ ] 得到
  R( t ) = A+ Pt , (35)

这里 P 即(22) 中的 P# 回到原来的坐标中,便得到了(5) 的分片光滑连续解, 具有激波 <( t )

存在,将( 35) 做积分便可知(9) 成立# 因为在第一步中,我们都是利用(2) 的Rankine_Hugoniot

条件求解,所以所求得的解满足( 2)的间断条件# 由特征线的分布可知该解亦满足熵条件# 结

合 z0( t, x)的估计及( 21)可右( 9)中其它的估计亦成立# 
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The Formation of Shock Waves of the Equations of

Magnetohydrodynamics

DONG Li_ming
1
,  SHI Yi_peng2

( 11Depa rtm ent of Applied Mathem atics , Ea st _China Un iver sity of

Science and Techn ology , Shan ghai 200237, P R China ;

21In stitut e of Mathem atics , Fudan Univer sity , Shanghai 200433, P R Chin a )

Abstract: The property of fluid field of one_dimensional magnetohydrodynamics(MHD) transverse

flow after the appearance of singularity is discussed. By the method of iteration, the strong discont-i

nuity ( shock wave) and entropy solution are constructed and the estimations on the singularity of the

solution near the point of blow_up are obtained.

Key words: MHD transverse flow; shock wave; entropy solutions
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