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摘要:  利用压电介质的二维本构关系, 推导出带有上、下压电激励器的弹性梁在电场作用下的位

移、应力分布的解析表达式, 得到了压电激励器对弹性梁的等效作用力, 最后给出了带有上、下压

电激励的弹性梁在一端固支或两端简支边界条件下的算例# 
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引   言

由于压电材料在智能结构中有着广泛的应用前景, 所以对其作动与感测机理的研究显得

格外重要[ 1]# 对于压电层合梁, Crawley 和Luis[ 2]作出了开创性的工作,建立了表面粘贴或嵌入

压电体作为驱动元件的层合梁的静力与动力模型# 由于 Crawley 的模型中没有考虑横向剪切

力和轴向力的影响, Im 和Atluri[ 3]提出了一个更完善的模型# 对于压电层合板, Ray等[ 4]采用

双级数解法对四边简支板进行了静力分析# Mitchell和 Reddy[ 5]采用三阶剪切变形理论建立了

压电层合板的运动方程# Tzou和 Gadre[ 6]利用 Hamilton原理推导了带压电体的层合壳的运动

方程和边界条件# 作为压电材料智能结构的形状控制的基础研究, 本文对受电场作用的压电

层合梁进行了分析, 求得其弹性基体和压电层的应力、位移的分布状态,并分析了压电激励器

对弹性梁的等效作用,最后给出了其在一端固支或两端简支边界条件下的数值算例# 本文的

结果是严格按照压电弹性耦合方程推导出来的# 

1  基 本方 程

图1为受到电压作用的压电层合梁# 在此讨论的压电介质属于 mm2类,在 x_y 平面内呈

各向同性,在 x_z 平面内是正交异性的;弹性基体是各向同性的# 假定压电材料与弹性材料同

厚度 t ,且远小于长度 l 及高度H ,那么可以作为 x_z 平面内的平面应力问题进行讨论, 其基本

方程可参见文献[ 7]# 

2  压电层合梁在电场作用下的静力分析

如图 1,上、下压电层分别受到电压 V1、V2 的作用, 上压电层的下表面与下压电层的上表
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图 1  压电弹性层合梁

面都接地# 假定压电层与弹性层理想粘结且不考虑粘结层影响# 

1) 平面应力问题中压电体、弹性体的应力函数

由平衡方程可知,平面应力问题存在应力函数 <,使

Rx =
52<
5z

2 ,  Rz =
52<
5x

2 ,  Szx = -
52<
5z5x

, (1)

压电材料的应力函数和电势分别用 <pi 和Upi
( i = 1, 2) 表示( i = 1表示为上压电层; i = 2表

示为下压电层) # 这样其电学方程和协调方程可分别表示为

( d33- d15)
53<pi

5z5x
2 - g11

52 Upi

5 x
2 + d31

53<pi

5z
3 - g 33

52 Upi

5z
2 = 0, (2)

s 11-
54<pi

5z
4 + (2s13+ s44)

54<pi

5z
25x

2 + s 33
54<pi

5x
4 - d31

53Upi

5z
3 - ( d33 - d15)

53 Upi

5 z5x
2 = 0# (3)

压电层受表面电压作用, 设其电势分布为

U
pi

= aiz
2
+ biz + ci# (4)

把( 4)代入( 2) , ( 3) , 求解两式并利用应力边界条件

z = ? he

2
+ hp : Rpi

z = 0,  Spizx = 0# (5)

经过繁复的运算,可得到压电层的应力函数的表达式

<pi
=

g33
3d 31

aiz
3

+
1
2
Fiz

2
+
1
2
Gizx [ z º( he + 2hp) ] , (6)

上式中当 i = 1时取负号,当 i = 2时取正号(下同)# 由此可假设弹性体的应力函数为

<
e

= B1z
3
+ B2z

2
x + B3z

2
+ B4zx , (7)

其中 ai , bi , ci , Fi , Gi , B1, B2, B3, B4均为待定常数# 

2) 压电层和弹性体的位移

把式( 6)代入( 1)得压电层的应力分布为

R
pi
x =

2g33

d31
a iz + Fi + Gix ,  R

pi
z = 0,  Spi

zx =
1
2

[ ? ( he + 2hp) - 2z ] Gi# (8)

由式( 4)可得压电层的电场为

E
i
x = 0,  E

i
z = - 2a iz - bi# (9)

把式( 7)代入( 1)得弹性体的应力分布为

Rex = 6B1z + 2B2x + 2B3,  Rez = 0,  Sezx = - 2B2z - B4# (10)

把式( 8) , ( 9)代入压电介质的物理方程可得其应变,再由几何方程得到压电层的位移分布为

u
pi

= 2
s
p
11g 33- d

2
31

d31
a izx +

1
2

s
p
11Gix

2
+ s

p
11Fix - d31 b1x -

1
2

( s
p
13+ s

p
44) Giz

2 ?
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    s
p
44Gi

1
2

he + h p z + Xpiz + u
pi
0 , (11)

w
pi

=
s
p
13g33- d31d33

d31
aiz

2
+ s

p
13Fiz + s

p
13Gizx - d33 biz -

s
p
11g 33- d

2
31

d31
a ix

2
- Xpix + w

pi
0 # 

(12)

把( 10)代入弹性体的物理方程得其应变,再由几何方程得到弹性体的位移分布为

u
e

= 2s
e
11B3x + 6s e11B1zx + s

e
11B2x

2
- ( s

e
13 + s

e
44) B2z

2
- s

e
44B4z + Xez + u

e
0, (13)

w
e

= 2s e13B3z + 3s e13B1z
2

+ 2s
e
13B2zx - 3s

e
11B1x

2
- Xex + w

e
0, (14)

其中 Xpi , u
pi
0 , w

pi
0 , Xe, u

e
0, w

e
0 均为待定常数# 上述待定常数可由下列边界条件确定# 

3) 边界条件

A) 层间连续条件

应力连续条件:

z =
1
2

he:  niR
p1
ij = n iR

e
ij , (15)

z = -
1
2

he:  niR
p2
ij = n iR

e
ij# (16)

位移连续条件:

z =
1
2

he:  u
e

= u
p1

,  w
e

= w
p1

, (17)

z = -
1
2

he:  u
e

= u
p2

,  w
e

= w
p2# (18)

B) 应力边界条件

主要应力边界条件:

z = ? 1
2

he + h p :  Rz = Szx = 0# (19)

在前面推导压电体的应力函数时, 已满足了上述主要应力边界条件# 

对于一端固支 (在 x = 0处) ,放松应力边界条件:

x = l :  Q
h
e
/ 2

- ( h
e
/ 2+ h

p
)
R
p2
x dz + Q

h
e
/ 2

- h
e
/ 2
R
e
x dz + Q

h
e
/ 2+ h

p

h
e
/ 2

R
p1
x dz = 0, (20)

Q
- h

e
/ 2

- ( h
e
/ 2+ h

p
)
Rp2x zdz + Q

h
e
/ 2

- h
e
/ 2
Rexzdz + Q

h
e
/ 2+ h

p

h
e
/ 2

Rp1x zdz = 0, (21)

Q
h
e
/ 2

- ( h
e
/ 2+ h

p
)
S
p2
x dz + Q

h
e
/ 2

- h
e
/ 2
S
e
xdz + Q

h
e
/ 2+ h

p

h
e
/ 2

S
p1
x dz = 0# (22)

对于两端简支, 放松应力边界条件:

x = l :  Q
h
e
/ 2

- ( h
e
/ 2+ h

p
)
Rp2x dz + Q

h
e
/ 2

- h
e
/ 2
Rex dz + Q

h
e
/ 2+ h

p

h
e
/ 2

Rp1x dz = 0, (23)

x = 0, l :  Q
h
e
/ 2

- ( h
e
/ 2+ h

p
)
R
p2
x zdz + Q

h
e
/ 2

- h
e
/ 2
R
e
xzdz + Q

h
e
/ 2+ h

p

h
e
/ 2

R
p1
x zdz = 0# (24)

C) 放松位移边界条件

对于一端固支有 x = 0:  u
e

= 0,  w
e

= 0,  5w
e

5x
= 0, (25)

对于两端简支有 x = 0:  u
e

= 0;  x = 0,  l :  w
e

= 0# (26)

D) 电学边界条件
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Upi
| z= ? h

e
/ 2 = 0,  Up1 | z = h

e
/ 2+ h

p
= V1,  Up2 | z= - h

e
/ 2- h

p
= V2# ( 27)

4) 求解待定常数

对于一端固支, 把式( 4)代入( 27) ;式( 8)、( 10)代入( 15)、( 16)、( 20)、( 21)、( 22) ; 及式( 11)、

( 12)、( 13)、( 14)代入( 17)、( 18)、( 25)# 对于两端简支, 把式( 4)代入( 27) ; 式 ( 8)、( 10)代入

(15)、( 16)、( 23)、( 24) ;及式( 11)、( 12)、( 13)、( 14)代入( 17)、( 18)、( 26) ,求解这些方程可解得

待定常数为

a1 = - 3
d
2
31 s

e
11( he + h p) ( V1+ V2)

K
,

b1 = 3hpd
2
31s

e
11( V2- V1) ( he + h p)

2
+ s

p
11h

3
e V1( s

p
11g33- d

2
31) +

    2s
e
11s

p
11V1g33hp( 3h

2
e+ 6hehp+ 4h

2
p) / hpK,

c1 = [ 3h ehpd
2
31s

e
11(3hpV2- 3heV 1+ he V2- 5h pV 1) + 6d

2
31 s

e
11h

3
p( V2- V1) +

    2s
p
11h

3
e V1( s

p
11g 33- d

2
31) + 4s

p
11s

e
11V1g33hp( 3h

2
e+ 6hehp+ 4h

2
p) ]

- h e
hpK

,

F1 = [ s
2
11s

p
11g33(7h

3
eh pV1 + 12h

2
eh
2
pV1 + 8h

3
pheV1 + h

3
e hpV 2) +

    h
3
e hpd

2
31 s

e
11(2V2 - 4V1) + h

4
e V1( s

p
11g33- d

2
31) +

    2h
2
p s

e
2

11g 33(3h
2
e+ 6hehp+ 4h

2
p) ( V1 + V2) +

    3he h
2
pd
2
31 s

e
11(2he + hp) ( V1- V2) ]

d31

Khp( s
p
11he + 2s

e
11hp)

,

B1 = -
d31( he + h p) ( V1+ V2) ( s

p
11g33- d

2
31)

K
,  B3 =

( V 2- V1) d31

2( s
p
11he + 2s

e
11hp)

,

a2 = a1, b 2 =
V 2- V1

hp
- b1, c2 = c1-

he
2hp

( V2- V1) , F2 =
( V 2- V 1) d31he

( s
p
11he + 2s

e
11hp) hp

- F1,

Xp1 = Xp2 = Xe ,  G1 = G2 = B2 = B4 = u
e
0 = w

e
0 = u

p1
0 = u

p2
0 = 0,

w
p1
0 = s

e
13he B3+

3
4 B1he -

1
2 s

p
13F1he +

1
2 d33 b1he -

s
p
13g33- d 31d33

4d 31
a1h

2
e,

w
p2
0 = s

e
13he - B3+

3
4
B1he +

1
2

s
p
13F1he -

1
2

d 33b 1he -
s
p
13g33- d31d33

4d31
a1h

2
e ,

其中 K= ( h
3
e s
p
11+ 6h2ehp s

e
11+ 6h

3
p s
e
11+ 12h

2
phe s

e
11) ( s

p
11g33- d

2
31) + 2h

3
p s
e
11 s

p
11g33# 一端固

支时 Xe = 0,两端简支时 Xe = - 3s
e
11B1l# 

所以,压电体和弹性体的应力与位移分别为

R
pl
x =

2g33
d31

a iz + Fi ,  Rpi
z = S

pi
zx = 0,  Rex = 2B3+ 6B1z ,  R

e
z = S

e
zx = 0,

u
pi

= 2
s
p
11g 33- d

2
31

d31
a izx + s

p
11Fix - d31 bix + Xpiz ,

w
pi

=
s
p
13g33- d31d33

d31
aiz

2
+ s

p
13Fiz - d33 biz -

s
p
11g33- d

2
31

d31
a ix

2
- Xpix + w

pi
0 ,

u
e

= 6s
e
11B1zx + 2s

e
11B3x + Xez ,  w

e
= 3s

e
13B1z

2
- 3s

e
11B1x

2
+ 2s

e
13B3z - Xex# 

压电激励对弹性梁的等效作用力为

N = Q
h
e
/ 2

- h
e
/ 2
Rex dz =

( V2- V1) d31h e

s
p
11he + 2s

p
11hp

,
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M = Q
h
e
/ 2

- h
e
/ 2
R
e
xzdz = -

( V 2+ V 1) ( he + hp) ( s
p
11g33- d

2
31) d 31h

3
e

2K
# 

可见,压电激励器对弹性梁的影响,一方面产生拉伸, 另一方面产生弯曲# 当作用于两压

电材料的电压 V1 = - V2 = V 时, M = 0, 压电材料对弹性梁的作用相当于施加拉力;当 V 1 =

V2 = V 时, N = 0, 压电材料对弹性梁的作用相当于施加弯矩 M = [ - V( he +

hp) d31h
3
e ] / [ h

3
e s
p
11+ 6h

2
e hps

e
11+ 12h

2
phes

e
11+ 8h3ps

e
11/ ( 1- d

2
31/ s

p
11g33) ]# 通常压电材料的高度相

对弹性体比较薄,弯矩可近似表示为M = - Vd31h
2
e / [ hes

p
11+ 6hp s

e
11] ,这结果与文献[ 2] 一样# 

对压电材料(如下面的算例) , d
2
31/ s

p
11g33 n 1,弯矩可近似为 M = - V( he + h p) d31h

3
e / [ h

3
e s
p
11+

6h
2
e hps

e
11+ 12h

2
phes

e
11+ 8h

3
ps
e
11] ,这结果与文献[ 8] 一样# 当把下压电层改作为传感器时,电学

边界条件式(27) 的第三式变为 D | z= - h
e
/ 2- h

p
= 0, 类似地,当压电层相对弹性梁比较薄时,可得

到压电激励器对弹性梁的等效作用力为

N =
Vd31[ ( s

p
11g33- d

2
31) ( h e+ hp) + 6s

e
11g 33hp]

hes
p
11( d

2
31- s

p
11g33) + 4hp s

e
11( d

2
31- 2s

p
11g33)

,

M =
1
2

Vd31h e[ ( s
p
11g33- d

2
31) ( he + h p) + 2s e11g33hp]

h es
p
11( d

2
31- s

p
11g 33) + 4hp s

e
11( d

2
31- 2s

p
11g 33)

,

又由于 d
2
31/ s

p
11g33 n 1, 可近似表示为N = - Vd31/ s

p
11, M = - 015Vd 31he / s

p
11# 这个结果大致分

别为受相反和相同电压作用的两个激励器对弹性梁的等效拉力和纯弯矩的一半# 

3  数 值算 例

层合梁的几何参数为 l = 012 m, h e = 01020 m, hp= 01005m,中间弹性基体为普通钢材,

E = 211 @ 1011Pa, L= 013,上、下压电层的材料为压电陶瓷,其力学与电学性能参数见表1
[ 9]# 

当 V1 = V2 = 100V时,压电层对弹性梁的作用只相当于作用了一定的弯矩,图2为本文与文献

[ 2, 8]的比较结果,可以看出本文结果与文献[ 8] 非常接近# 当电压 V1 = 100V , V2= 200V时,

结果见图 3 ~ 6# 

图 2  z 方向位移w( x , z ) 在 z = 0处沿 x 轴的变化

  表 1 压电陶瓷的物理参数[ 9]

物理参数 c11 c 12 c13 c 33 c 44 e31 e 33 e15 gp11 g p33

量纲 @ 109Pa c/ m2 @ 10- 9c/ v. m

数值 8113 01329 01432 6415 2516 - 512 15108 0 11151 13106
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图 3  应力沿 z 轴的变化             图 4  应变沿 z 轴的变化

图 5  z 方向位移w( x , z ) 在 z = 0处沿 x 轴的变化

图 6  x 方向位移u( x , z ) 在 z = 0处沿 x 轴的变化

从图 3和 4可以看出, 弹性梁和压电层的应力和应变沿 z轴线性变化;由图5可知,弹性梁

中性轴的挠度呈抛物线型,可见受电压作用的压电层合梁等效于受一定分布弯矩作用的欧拉

伯努利梁# 图 6显示压电层对弹性梁有一定的拉伸作用# 

4  结 束语

本文利用压电介质的二维本构关系,推导出带有上、下压电激励器的弹性梁在电场作用下

的位移、应力分布的解析表达式,得到了压电激励器对弹性梁的等效作用力, 最后给出了受电

压作用下压电层合梁在一端固支或两端简支边界条件下的算例,并与其它文献进行比较,结果

表明受电场作用的压电层合梁相当于受一定分布载荷的欧拉伯努利梁# 本文对其在表面电压
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作用下的变形分析以及在电压作用下对结构变形的不同影响进行了较为详细的分析, 其结论

对深入了解弹性压电层的力电耦合特性和控制问题有一定的帮助# 
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Analysis of Beams with Piezoelectric Actuators

LIN Qi_rong,  LIU Zheng_xing,  WANG Zong_li

( Depa rtm ent of En gineer ing Mechan ics , Shan gha i Jia oton g Univer sity ,

Shan gha i 200030, P R China )

Abstract: Based on the two_dimensional constitutive relationships of the piezoelectric material, an

analytical solution for an intelligent beam excited by a pair of piezoelectric actuators is derived. With

the solution the force and moment generated by two piezoelectric actuators and a pair of piezoelectric

actuator/ sensor are obtained. Examples of a cantilever piezoelectric laminated beam or a simply sup-

ported piezoelectric laminated beam, applied with voltages, are given.

Key words: beam; piezoelectric actuator/ sensor; piezoelectric elasticity
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