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非均匀材料细观结构的定向分布函数( Ò)
) ) ) 晶体分布函数和各种材料对称性

约束下的不可约张量
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摘要:  目的是建立三维晶体定向分布函数( CODF )的张量傅立叶展开的显式表示# 与三维 ODF

的傅立叶展开的第 m 项系数仅对应单个m 阶对称无迹张量不同, 三维 CODF的傅立叶展开的第 m

项系数一般由2m + 1个 m 阶对称无迹张量组成# 随后还建立了在各种宏观和微观对称性下三维

CODF的张量傅立叶展开的约束形式, 表明大多数对称性下的约束形式中的 m 阶不可约张量数目

明显少于 2m + 1# 这些结果是通过对各种点群对称性约束下二维和三维不可约张量的约束形式

的研究得到的# 

关  键  词:  晶体定向分布函数;  不可约张量;  傅立叶展开;  细观结构;  材料对称性

中图分类号:  O331   文献标识码:  A

引   言

不可逆过程中材料的微结构将发生变化# 特别地, 多晶材料中单晶的体积分数是反映其

微结构变化的可测量(通过X射线衍射技术) , 它们是定义在旋转群上的标量函数 ) ) ) 即晶体

定向分布函数(简称 CODF)# 多晶的 CODF包含晶体内部原子间键的一阶统计信息,它可以与

多晶的许多物理和力学性质建立联系(参见[ 1~ 4] )# 

因为二维CODF 等价于二维ODF(见第( Ñ)部分) ,这里将集中讨论三维CODF的张量傅立

叶展开# 对该领域我们特别参照文献[ 4] ,他们推导了三维 O类立方多晶的CODF的张量傅立

叶展开的主项# 本文采用划分晶类的熊夫利符号(参见[ 5]或[ 6] ) # 此外, 就作者所知,三维

CODF 张量傅立叶展开的许多问题还是没有解决# 

第1节通过群表示理论的基本结果(参见[ 7, 8] )建立了三维 CODF 张量傅立叶展开的一

般形式# 与三维ODF的傅立叶展开的第 m项系数仅对应于单个m阶对称无迹张量相对照,三

维CODF的傅立叶展开的第 m项系数一般由 2m+ 1个 m阶对称无迹张量组成# 如第( Ñ) 部

分引言指出的, 这些张量对应于内变量, 只有大幅度地消减内变量的个数后, 基于内变量框架
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的不可逆过程理论才有可能成为有现实意义的模型# 

第2节研究了在宏观和微观的材料对称性下三维 CODF 张量傅立叶展开的约束形式,第 3

节构造了各种点群(除了两类三维二十面体群)对称性下二维和三维有限阶不可约张量的约束

形式, 并以此为基础,得到各种点群下三维 CODF 张量傅立叶展开的约束形式# 第 4节详细列

出了立方、四方和六方系中所有 19类晶体点群下三维 CODF 张量傅立叶展开的约束形式# 因

为大多数多晶或者是立方的、或者是六方的, 这些结果特别具有应用上的重要性# 

下面介绍一些记号, 并对本文用到的正交张量的Kronecker 积的主要性质作一归纳# 

第( Ñ )部分定义的所有记号都适用本文,为简单记, 第( Ñ )部分第 n 节、方程( k ) 在引用

时分别记作第 Ñ . n 节和方程( Ñ. k )# 任意 2m阶张量A和 2n阶张量B的Kronecker积 A @

B 定义为一个 2( m+ n) 阶张量,使得( A @ B) ( d ª e ) = ( Ad) @ ( Be ) 对任意 m 阶张量d和

n 阶张量 e 成立, 其分量形式为

  ( A @ B)A
1

,A
m
C
1

,C
n
B
1

,B
m
D
1

,D
n
= AA

1
,A

m
B
1
,B

m
BC

1
,C

n
D
1

,D
n
# (1)

由Kronecker积算符@ 的明显可交换性: ( A @ B) @ C = A @ ( B @ C) , 可以归纳地定义 A的

m 重 Kronecker幂 A
@m
: A

@ m
= A

@m- 1 @ A, A
@ 1
= A# 

设 1是二阶单位张量,上标T 表示转置,满足 QQ
T
= 1的二阶张量 Q称为正交张量,若进

一步它的行列式等于1则称之为旋转张量# 正交张量的Kronecker幂在研究CODF的张量傅立

叶展开和材料对称性约束问题中起着主要作用,比如, 设 F( D , E) 是 m阶和n阶张量变量D、

E 的 l阶张量值函数# 若有
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) , (2a)

则称正交张量 Q 是F( D, E) 的一个对称变换# 采用 Kronecker 幂记号,就是:

  Q
@ l
F( D, E) = F( Q

@ m
D, Q

@ n
E)# (2b)

F( D, E) 的所有对称变换的集合形成一个点群 G, 称为 F( D, E) 的对称点群, 或称 F( D, E)

是G_对称的# 令 Gs 为G的任一子群, 显然(2) 对任意 Q I Gs必成立, 于是可称 F( D, E) 是

Gs_不变的# 

Kronecker积的基本性质早就有人做过整理(参见[ 9] ) , Zheng和 Spencer
[ 10]
对二维和三维正

交张量的Kronecker 幂的性质做过深入的研究,并应用于材料对称性研究中# 例如根据定义对

任意 m I Z+ 和正交张量 Q和R 有性质

  ( Q
@ m
)
T
= ( Q

T
)

@ m
, Q

@m
R

@m
= ( QR)

@ m
, (3)

因此 1
@m是 m 阶张量空间的恒等变换而Q@ m是m阶张量空间的一个正交变换# 对任意 m阶

张量 A, Q
@ m
A 不仅保持它的指标对称性,还保持它的不可约性# 后者的正式写法为:

  Q
@ mõA8 = õQ@ m

A8# (4)

因此,若 A是不可约的, 则 Q
@m
A = õQ@ m

A8也是不可约的,即

  A I I Nm ] Q@m
A I I N

m # (5)

换句话说,对任意正交张量 Q, N 维m阶不可约张量空间 I N
m 在m重Kronecker幂 Q

@m的变换

下不变# 本文中,正交变换 Q
@ m在空间 I Nm 约束下记作õQ@m8# 

1  三维 CODF 的张量傅立叶展开

111  三维 CODF和四维 ODF的对应
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记 R = R( Un ) 为绕轴 n(单位矢量) 旋转角度 U的三维旋转张量# 利用4个对称欧拉参

数 K, L, M, Q或三个欧拉角 A, B, C可以把R( Un ) 等同于一个四维单位矢量(参见[ 11] ) : u =

( K, L, M, Q) ,其中

  K= n1sin( U/ 2) , L= n2sin( U/ 2) , M= n3sin( U/ 2) , Q= cos( U/ 2) , (6a)

或

  
K= sin

C- A
2

sin
B
2
, L= cos

C- A
2

sin
B
2
,

M= sin
C+ A
2

cos
B
2
, Q= cos

C+ A
2

cos
B
2
,

(6b)

这里 n1, n2和 n3为单位矢量 n 的笛卡儿分量# 

自然地,体元 dR定义为面元 du (参见[ 11] ) , 从而有

  dR =
sinB
4

dA
2P

0
dB

P

0
dC

2P

0
=

1- cosU
2

dU
P

0
dn# (7)

第二个关系也能通过三维球坐标变换到坐标 ( A, B, C) 时体元 dr( r = Un) 的变换关系得到

  dr = U2dUd n =
5( r 1, r2, r3)
5( A, B, C)

dAdBdC= U
2
sinB

2( 1- cosU)
dAdBdC# (8)

这样( 7)式定义的 dR 给出的三维旋转群的体元同样也是四维单位球面的面元 84 = 2P2(见

( Ñ150) )

  RdR = Rdu = 2P
2
,

对任意旋转张量 Q和定义在三维旋转群上的平方可积函数f 它还给出了一个不变积分[ 8]

  Rf ( QR) )dR = Rf ( RQ)dR = Rf ( R)dR, (9)

三维旋转群上的任意平方可积函数 f , g 的内积就是

  ( f , g) = Rfg dR = 2- 1Q
P

0
(1- cosU)dURfgdn =

      4- 1Q
2P

A= 0 Q
P

B= 0 Q
2P

C= 0
fgsinBdAdBdC# (10)

现在考虑三维平方可积的 CODF 5 ( R)# 从(6a) 可知- u对应于 R( ( U+ 2P) n ) , 这与

R( Un ) 完全相同, 换言之, u和- u对应于同一旋转张量 R( Un)# 由此推知与三维 CODF

5( R) 对应的四维ODF 5( u ) 一定是中心对称的: 5 (- u ) = 5 ( u )# 这样从第 Ñ13节可知
5( u ) 的傅立叶展开具有形式

  5 = 50+ 5 2+ 54+ ,= 50+ E
]

m= 1
a 2m# u ª 2m

, (11a)

其中   50 = (2P2)- 1R5( u )du , a 2m I I 4
2m , 52m I H 4

2m# ( 11b)

由( Ñ124b)式可知, 四维 2m次球谐函数的线性空间 H
4

2m和四维2m 阶不可约张量的线性空间

I 4
2m有相同的维数

  dimH 4
2m = dimI 4

2m = (2m+ 1) 2# (12)

因为四维不可约张量傅立叶展开( 11)不容易通过与三维自然空间的多晶等材料相联系的

四维单位矢量 u理解,受[ 4] 的启发,一个替代的三维自然空间的 CODF 5 的傅立叶展开将在

下面给出# 

112  三维 CODF的傅立叶展开
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由dR对应的不变积分(9) 以及I 3
m ( m I Z+ ) 是正交变换 R

@ m下的m阶不变张量子空间,

根据群表示理论(参见[ 8] 的 214节) , 对任意 T, S , Tc, Sc I I 3
m 和 U, V I I 3

n ( m X n) 有如

下正交关系

  R( T#R@m
S ) ( Tc#R@m

Sc)dR = 2P
2

2m+ 1( T#Tc) ( S#Sc) , (13a)

  R( T#R@m
S ) ( U#R@ n

V)dR = 0,   (如果 m X n)# ( 13b)

记õR@m8是 R
@m仅作为m阶不可约张量的变换的约束形式, ( 13a)和( 13b)可以分别进一步整

理成如下绝对形式

  RõR@ m8 ª õR@m8dR = 2P2

2m + 1Im @ Im, (14a)

  RõR@ m8 ª õR@ n8dR = 0,   (如果 m X n)# ( 14b)

上述这些正交关系在构造线性空间 H 4
2m 的基时起着关键作用# 记 gm, J : J = 0, 1, ,,

2m 为三维m 阶不可约张量空间 I
3
m 的一组基,引入

  Y
m
JK ( R) = gm, J#R@ m

gm, K   ( J , K = 0, 1, ,, 2m)# (15)

并考虑正交关系( 13a) ,有

  ( Y
m
JK , Y

m
LM ) = R( gm, J#R@m

gm, K ) ( gm, L#R@ m
gm, M )dR =

2P2

2m + 1
g
m
JL g

m
KM , (16)

其中 g
m
JK = gm, J#gm, L# 由于矩阵 g

m
JK 是空间I 3

m 的一个度量,而矩阵( Y
m
JK, Y

m
L M )构成(2m+ 1) 2

维线性空间 H4
2m的一个度量,以及 Y

m
JK: J , K = 0, 1, ,, 2m 是空间 H4

2m的一组基# 如果选

择 gm, J 为一组正交基, 如( Ñ127) 式所示, 则 Y
m
JK 也是一组正交基, 从而傅立叶展开(11a)

可以表示成如下常规形式:

  5( R) = 50+ E
]

m= 1
E
2m

J, K = 0
A
m
JK Y

m
JK ( R) , (17a)

其中   A
m
JK = ( Y

m
JK , Y

m
JK )

- 1R5( R) YmJK ( R)dR# ( 17b)

将( 15)代入( 17)就得到 5( R) 的张量傅立叶展开

  5( R) = 50+ E
]

m= 1

Am#R@ m
= 50+

1

2P2 E
]

m= 1

(2m + 1)Mm#R@m
, (18)

其中   Am = E
m

J , K= 1

A
m
JK gmJ ª gmK =

2m + 1
2P2 Q5 ( R)õR@ m8dR = 2m + 1

2P2
Mm , (19)

这样就建立了三维 CODF 5 ( R) 的张量傅立叶展开的一般表示# 

下面给出两个注记:

( � ) ( 18)式的一个直接推导可以给出如下:用 õR@m8乘以(18) 式第一个关系式的两边,

再对整个旋转群积分,考虑正交关系(14) ,立即得到

  R5( R)õR@ m8dR = RõR@m8 ª õR@ m8dR Am =

      2P
2

2m + 1
( Im @ Im) Am = 2P

2

2m + 1
Am# (20)

其中最后一个关系式用到 Im @ Im 是m 阶不可约张量的线性变换空间的恒等变换# 

( � ) 2m阶张量Am可以看作是所有三维m阶不可约张量的线性空间 I
3
m上的线性变换,并

可以表示成
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  Am = E
2m

K= 0

a
( l)
mK ª gmK = E

2m

J= 0

gmJ ª a
(r)
mJ , (21a)

其中   a
( l)
mK = E

2m

J = 0

A
m
JK gmJ , a

(r)
mJ = E

2m

K = 0

A
m
JK gmK , ( 21b)

可见 Am包含 2m + 1个不可约张量 a
( l)
mJ 或a

(r)
mJ ( J = 0, 1, ,, 2m) , 其中 a

( l)
mJ 和a

( r)
mJ 分别称为

5 ( R) 的第 m 个左和右系数张量# 

在此后各节中, 将导出各种点群对称性下二维和三维不可约张量的约束形式、二维和三维

ODF(包括二维 CODF)张量傅立叶展开的约束形式和三维 CODF张量傅立叶展开的约束形式,

其中大多数情况下 a
( l)
mJ 和a

(r)
mJ ( J = 0, 1, ,, 2m) 中的非零张量个数将大大减少# 

2  宏观和微观的材料对称性约束

211  微观的材料对称性约束
本节将表明,作为多晶材料中单晶的体积分数,三维 CODF 不仅包含宏观材料对称性(通

常意义下的材料对称性)还包含单晶的晶体点群对称性这样的微观对称性# 作为准备,先简述

一下材料对称性约束的主要性质# 

设 c
0 为参考晶体, G 0

c 为其晶体点群, R为典型晶体 c 相对 c
0 的旋转变换, 则根据定义, c

的晶体点群为

  Gc = RG 0
c R

T
= RQ0R

T
: Q0 I G 0

c # (22)

这意味着对每个 Q0 I G 0
c , c具有相应的定向( RQ0R

T
) R = RQ0# 具有定向 R的晶粒的体积

分数 5( R) 必须与 5 ( RQ0) 相等,即

  5( RQ0) = 5( R)   对每个 Q0 I G 0
c # (23)

加上( 18)式,可得

  5( RQ0) = �0+ E
]

m= 1

Am#( RQ0)
@m
= 5 0+ E

]

m= 1

( Am( Q
T
0)

@ m
)#R@m# (24)

由( 24)式和张量傅立叶展开系数的唯一性, 就有所谓的微观对称性约束:

  Am( Q
T
0)

@ m
= Am ,   对每个 Q0 I G

0
c , (25a)

或等价地

  Q
@ m
0 a

( r)
mJ = a

( r)
mJ ,   对每个 Q0 I G

0
c # ( 25b)

换言之, 5 ( R) 的张量傅立叶展开的所有右项系数不可约张量必须是 G 0
c _不变的# 

设 G为一个三维点群并记 I 3
m (G ) 为所有 G 不变的 m 阶不可约张量的线性空间,即

  I 3
m ( G ) = T I I 3

m : Q
@ m
T = T, Q I G  # (26)

引入 I 3
m ( G

0
c ) 的一组基 sm+ : + = 1, 2, ,, Dcm ,在微观约束(25) 下,右系数不可约张量可以

表示成如下形式:

  a
(r)
mJ = E

2m

K= 0
a
m
JK gmK = E

D
c
m

+= 1
b
m
J+sm+ I I 3

m( G
0
c )# (27)

将( 27)代入( 21a) ,可以把 5( R) 的傅立叶展开(18) 中的第 m 个系数张量Am表示为

  Am = E
D
c
m

+= 1
am+ ª sm+ , (28a)

其中   am+ = E
2m

J= 0

a
m
J+ gmJ I I 3

m   ( + = 1, 2, ,, D cm)# ( 28b)
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换言之,第 m 项Am所包含的m 阶不可约张量个数由 2m + 1减少到 I 3
m ( G

0
c ) 的维数 D

c
m# 

下节将具体构造各种点群(除了两类三维二十面体群)对称性下二维和三维 m 阶不可约

张量的约束形式# 

212  宏观对称性约束

另一方面, CODF 5 ( R) 还具有通常意义的材料对称性 G5 ,即宏观材料对称性# 记 R
x
AB和

R
y
AB分别是R相对两个笛卡儿坐标系 x 和 y 下的分量# 从 x 到 y 的正交变换记为QAB# 若

5( RxAB) = 5 ( RyAB) ,则称相应的正交变换 Q = ( QAB) 是 5 的一个对称变换, 5( R) 的所有对称

变换的集合构成对称点群 G5# 

根据定义, R是典型晶体 c的定向相对 c0的变换# 若把它与刚体变形相联系,就类似于

连续介质力学里的变形梯度(参见[ 12] )# 如此比喻,立即有关系: RyAB = QACR
x
CB# 从而上述对

称性条件可转化为如下绝对形式

  5( QR) = 5 ( R) ,   当且仅当 Q I G5# (29)

类似于( 25)式的推导,有宏观对称性约束:

  Q
@ m
Am = Am ,   对每个 Q I G5 , (30a)

或等价地

  Q
@ m
a
( l)
mJ = a

( l)
mJ ,   对每个 Q I G5 , ( 30b)

或者说,所有左项系数不可约张量必须是 G5_不变的# 

一般情况下, 微观对称点群 G 0
c 和宏观对称点群 G5 没有任何关系, 比如无论结晶点群

G 0
c 如何,任何一类晶体随机分布的多晶的宏观对称性G5 均为各向同性# 因此微观和宏观对

称性对三维CODF的张量傅立叶展开的约束是各自独立的# 

213  ODF 作为轴对称条件下的特殊 CODF

考虑三维空间的两相材料,它由各向同性基体和具有相同形状和材料相的轴对称夹杂组

成,用相对某一参考夹杂 c
0的体积分数定义 CODF, 5( R)# 因为 c

0是轴对称的, 若记 k 为其

对称轴,则 c
0
的对称点群G

0
c 就是绕k轴的所有旋转张量R( Uk)# 由变换关系( Ñ141)可知对

任一 m I Z+ ,只有 r = 0的 Wm, r 在任意旋转R( Uk) 下不变,从而约束空间 I 3
m ( G

0
c ) 必须

由 Wm, 0 = Pm, 0展开

  I 3
m ( G

0
c ) = span Pm, 0 = aPm, 0:对任意实数 a # (31)

另一方面,由( 36a)、k ª m # Gm( x ) = 2m 和( Ñ132) ,可知 k
ª m # Pm, 0 = 2m 和k ª m # Wm, r = 0

( r = 1, ,, m ) ,将这些结果代入( Ñ131) 得到
  õk ª m8 = [ ( m!)

2
/ (2m) !] Pm, 0# (32)

根据( 31)、( 32)和( 28) ,第 m 个系数张量Am 具有形式Am = am ª õk ª m8,其中 am I I
3
m# 注

意到对任意旋转张量 R, n = Rk 是单位矢量,张量傅立叶展开(18) 可简化为

  5( R) = 50+ E
]

m= 1
am#R@m

k
ª m
= 50+ E

]

m= 1
am#n ª m

, (33)

它与 ODF的张量傅立叶展开具有相同的表示# 

以上分析证明了 ODF是 CODF 在轴对称微观对称性下的约化形式# 此外, ODF 5( n) 的

通常意义下的材料对称性 G5 一定是宏观的,并且约束加在系数张量 am上# 

214  二维和三维点群的分类

对 m, ,, n阶张量D, ,, E满足Q@m
D = D, ,, Q@ n

E = E的所有正交张量Q的集合 G

795郑   泉   水    傅   依   斌



构成由 D, ,, E 刻划的一个点群,例如, 5类立方点群分别由以下张量刻划(参见[ 6] 或[13] ) :

  T: Td, E; Th: Th; O: Oh, E; Td: Td; Oh: O; (34)

其中

  Th = e
ª 2
1 ª ( e ª 2

2 - e
ª 2
3 ) + e

ª 2
2 ª ( e ª 2

3 - e
ª 2
1 ) + e

ª 2
3 ª ( e ª 2

1 - e
ª 2
2 ) , (35a)

  Td = 3e1 ª e2 ª e34, Oh = e
ª 4
1 + e

ª 4
2 + e

ª 4
3 , (35b, c)

并取正交立方类的 3个主轴为 e1、e2 和 e3, E为描述旋转群的置换张量,它的分量取值为: 当

( A, B, C) 是(1, 2, 3) 或(2, 1, 3) 的循环时 EABC= 1或- 1, 其它情况 EABC= 0# 在本文的以下研

究中,将采用点群的熊夫利符号(参见[ 5] )# 

文[ 14] (参见[ 6]建立了一般意义上的分类定理和结构张量定理, 它们指出: ( � ) 所有点
群可分为紧致点群和非紧致点群, ( � ) 每个非紧致点群在连续或混合连续的紧致点群中稠

密, ( � ) 每个紧致点群可以用单个的张量刻划, ( � ) 非紧致点群不能用有限个有限阶的张

量刻划# 利用熊夫利符号(参见[ 5] ) , [ 14]建立所有二维点群的分类如下:

  C1, C2, C3, ,, C] , C1v , C2v , C3v , ,, C] v # (36)

其中 C] 和 C] v分别就是二维旋转群和完全正交群# 记 R( U) 为旋转角度 U的旋转张量,点

群Cm由旋转张量R(2P/ m )生成, Cmv由 R(2P/ m) 和一个反射生成, C] 和 C ] v 分别表示在

C] 和 C] v中稠密的所有点群的集合# 

记 R( Un) 为绕 n 轴旋转角度 U的三维旋转张量,文[ 14] 将所有三维点群分类如下:

  

C1, C2, ,, C] , C1h, C2h, ,, Cv , C1v , C2v , ,, C| , C1i, C2i, C3i, ,,

D2, D3, ,, D] , D2h, D3h, ,, Dv , D2d, D3d, D4d, ,,

T, Th, O, Td, Oh, I, Ih, K , Kh # 

(37)

其中柱坐标系的C] , Cv ,D ] , C| 和 Dv是5个横观各向同性群, K和 Kh分别就是三维旋转群和

完全正交群, I和 Ih对应于二十面体系的两个准晶类# 32个结晶类包括:三斜系的C1、Ci ,单斜

系的 C2、C1h、C2h, 正交系的 D2、C2v、D2h,四方系的 C4、C2i、C4h、D4、C4v、D2d、D4h, 三方系的 C3、C3i、

D3、C3v、D3d,六方系的 C6、C3h、C6h、D6、C6v、D3h、D6h和立方系的 T、Td、Th、O、Oh# 

3  各种点群对称性约束下的不可约张量

311  各种点群对称性约束下的二维不可约张量
由二维旋转张量 R( U) 的定义

  R( U) e1 = cosUe1+ sinUe2, R( U) e2 = - sin Ue1+ cosUe2,

由( Ñ121)可得
  R( U) @ n

Wn = exp(- inU) Wn, (38a)

或    R( U) @ n
Pn = cos( nU) Pn + sin( nU) Qn , R( U)

@ n
Qn =

- sin( nU) Pn+ cos( nU) Qn# ( 38b)

从( 38)可以看出, 当且仅当 nU= 2kP( k 为某些整数) 时, R( U) @ n
Pn = Pn和R( U)

@ n
Qn = Qn

成立# 因此,当且仅当 n / m 为整数时非零 n 阶不可约张量是 Cm_不变的 # 更进一步, 由

( Ñ17) 可知, Pn ( n > 0) 具有关于 e2的反射对称性而 Qn没有, 若把 Cm看作是由R(2P/ m ) 和

关于 e2的反射生成的,则 Qn不是 Cmv不变的, Pn 当且仅当n / m 为整数时是 Cm v不变的# 上

述分析导出点群约束下的不可约张量的表示如下:

  I 2
n (Cm) = I 2

m (Cm v) = 0 ,   如果 n/ m I/ Z+ , (39a)
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  I 2
n (Cm) = span Pn, Qn 和 I 2

n (Cm v) = span Pn ,   如果 n/ m I Z+ , ( 39b)

  I 2
n (C] ) = I 2

n (C| ) = 0 ,   对任一 n I Z+ # (39c)

在ODF 5 ( n) 张量傅立叶展开的各项中, (39) 式可以表示成如下形式:

Cm :   5( n ) = 50+ E
]

q= 1

( aq Pqm + bqQqm)#n ª qm
, (40a)

Cm v:   5( n ) = 50 + E
]

q= 1
aq Pqm#n ª qm

, ( 40b)

C] & C] v :   5 ( n ) = 50# (40c)

注意到 C2v对应于通常的正交对称群, ( Ñ118) 和( Ñ119) 给出的结果正是这些各种二维点群
下统一表示的两个特例# 

312  各种横观各向同性子群 Dv约束下的三维不可约张量

按照定义, 绕 k = e3轴旋转角度 U的三维旋转张量记为R( Uk) ,于是

  R( Uk ) e1 = cosUe1 + sinUe2, R( Uk) e2 = - sinUe1+ cosUe2, R( Uk) k = k,

由( Ñ141) ,可得
  R( Uk ) @ n

Wn, r = exp(- i rU) Wn, r , (41a)

或    
R( Uk) @ n

Pn, r = cos( rU) Pn, r + sin( rU) Qn, r,

R( Uk) @ n
Qn, r = - sin( rU) Pn, r + cos( rU) Qn, r# 

( 41b)

再由( 41)得到:对任意 n I Z
+
都有 R( Uk)

@ n
Pn, 0= Pn, 0,以及当且仅当 rU= 2kP( k 为某些整

数) 时 R( Uk ) @ n
Wn, r = Wn, r 成立# 

记 R2为关于 e2的反射并引入奇偶指标函数:当 n为偶数或奇数时, e( n) = 1或 0, o( n )

= 0或 1# 类比于(40) ,可得除了立方系的 5类和二十面体系的两类对称性的所有其它点群对

称性下,三维ODF 5( n) 的张量傅立叶展开的约束# 结果如下:

Cm( m I Z+ ) , 由 R(2P/ mk) 生成:

  5( n ) = 50+ E
]

n= 1
an, 0Pn, 0+ E

[ n/ m]

q= 1
( an, q Pn, qm + bn, qQn, qm) # n ª n# (42)

Cm v( m I Z+ , m \ 2) , 由 R(2P/ mk) , R2生成:

  5( n ) = 50+ E
]

n= 1
an, 0Pn, 0+ E

[ n/ m]

q= 1
an, qPn, qm # n ª n# (43)

Cmh( m = 偶数 I Z
+
) 和 Cmi (m = 奇数 I Z

+
) ,由 R(2P/ mk) , - 1生成:

  5( n ) = 50+ E
]

l= 1

a2l , 0P2l, 0+ E
[ 2 l/ m]

q= 1

( a2l , qP2l , qm + b 2l , qQ2l, qm) # n ª 2l# (44)

Cmh( m = 奇数 I Z+ ) 和 Cmi (m = 偶数 I Z+ ) ,由- R(P/ mk) 生成:

  5( n ) = 50+ E
]

l= 1

a2l , 0P2l, 0+ E
[ l/ m]

q= 1

( a2l, qP2l , 2qm + b2l, qQ2l , 2qm) # n ª 2l
+

      E
]

l= 0
E

( 2l+ 1- m) / 2

q= 0
( a2l+ 1, qP2l+ 1, (2q+ 1) m + b2l+ 1, qQ2l+ 1, (2q+ 1) m) # n ª 2l+ 1# (45)
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Dm(m I Z+ , m \ 2) ,由 R(P/ mk) , - R2生成:

5( n) = 5 0+ E
]

n= 1
e( n) an, 0Pn, 0+ E

[ n/ m]

q= 1
[ e( n) an, qPn, qm + o ( n) bn, qQn, qm ] # n ª n# 

(46)

Dmh( m = 偶数 I Z+ ) 和 Dmd( m = 奇数 I Z+ , m \ 3) ,由 R(2P/ mk) , R2, - 1生成:

5( n) = 5 0+ E
]

l= 1
a2l , 0P2l , 0+ E

[ 2l/ q]

q= 1
a2l , q P2l , qm #n ª 2l# (47)

Dmh( m = 奇数 I Z+ , m \ 3) 和 Dmd( m = 偶数 I Z+ ) ,由- R(P/ mk) , R2 生成:

5( n) = 5 0+ E
]

l= 1

a2l , 0P2l , 0+ E
[ l/ m]

q= 1

a2l , qP2l , 2qm #n ª 2l
+

      E
]

l= 0
E

( 2l+ 1- m) / 2

q= 0

a2l+ 1, qP2l+ 1, (2q+ 1) m #n ª 2l+ 1# (48)

C] 和 C ] v :

5( n) = 5 0+ E
]

n= 1
an, 0Pn, 0 # n ª n# (49)

C] h , D] 和 D] h :

5( n) = 5 0+ E
]

l= 1
a2l, 0P2l , 0 # n ª 2l# (50)

通过( 42) ~ ( 50)这些ODF 张量傅立叶展开的约束表示可以直接得到各阶三维不可约张

量在各种点群对称性下的约束表示,例如,从( 42)可得

I
3
n ( Cm) = span Pn, 0, Pn, m , Qn, m , Pn, 2m, Qn, 2m , ,, Pn, [ n/m ] m , Qn, [ n/m ] m # (51)

因为 Pn, 0, Pn, m , Qn, m , ,, Pn[ n/ m] m , Qn, [ n/ m] m 是互相正交的, I 3
n (Cm) 的维数等于 2[ n / m ] +

1# 与此相似, 表示(42) ~ (50) 中的所有不可约张量都是互相正交、线性独立的# 

313  立方类约束下的不可约张量

点群 G下单个矢量 x 的整基是一组 G不变的多项式(称为不变量) , x 的所有 G _不变的

多项式函数都可以用这些整基表示# 一个整基称为不可约的, 如果它的任一一个子集都不能

形成整基# 多年前[ 15, 16]
, 32个晶类下单个矢量 x 的不可约整基就建立起来了# 

为了推导 5类立方系下的三维不可约张量的约束形式,利用相应的整基是非常方便的# 

表1列出了五类立方系下的单个矢量 x 的不可约整基的坐标形式和绝对形式, 其中符号 E
表示对指标1, 2, 3的求和,比如 E x

4
1 = x

4
1+ x

4
2+ x

4
3,张量 Td、Th和 Oh由(35) 定义, Hh和 Lh

的定义如下

  Hh = Oh#Oh = E e
ª 6
1 , (52a)

  Lh = Oh#Th = E e
ª 4
1 ª ( e ª 2

2 - e
ª 2
3 ) # ( 52b)

首先考虑如下 ODF 张量傅立叶展开在群 Oh下的约束形式

  5( n ) = 50+ 5 1( n) + 52( n) + 53( n ) + ,, (53a)

其中   5m( n ) = am#n@ m
,   am I I 3

m# ( 53b)
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由定义,齐次函数 5m( n) = am#n ª m 必然可以表示成下列不变量

  I 2 = n#n = 1#n ª 2
, I4 = Oh#n ª 4

, I 6 = Hh#n ª 6
(54)

的关于 n 的 m齐次多项式函数# 比如,一个一般的6次 Oh不变的齐次函数 P( n) 具有表达形式

  P( n ) = a6I6 + b6I 2I 4+ c6 I
3
2 =

      ( a6Hh+ b61 ª Oh+ c61 ª 1 ª 1)#n ª 6
, (55a)

表 1 5种立方类下单个矢量的整基[ 15, 16]

类 坐标形式的整基 绝对形式的整基

T E x 2
1, x 1x2x3, E x41, E x41( x

2
2 - x

2
3) x# x, Td#x

ª 3, Oh#x
ª 4, Lh# x

ª 6

Td E x21, x1x2x 3, E x 4
1 x#x , Td#x ª 3, Oh#x ª 4

Th E x 2
1, E x41, E x61, E x41( x

2
2 - x

2
3) x# x , Oh#x ª 4, Hh#x ª 6, Lh#x ª 6

O E x21, E x 4
1, E x 6

1, x 1x2x3 E x 4
1( x

2
2 - x

2
3) x#x , Oh# x

ª 4, H h#x
ª 6, ( Td#x

ª 3) ( L h#x
ª 6)

Oh E x21, E x41, E x 6
1 x#x , Oh# x ª 4, H h#x ª 6

其中 a6, b6和 c6是自由常数# 注意到 56( n ) = a6#n ª 6
, 其中 a6为不可约张量,故

  56( n) = õa6Hh+ b61 ª Oh+ c61 ª 1 ª 18#n ª 6# ( 55b)

由于对任意张量 A ,张量积 1 ª A的对称无迹部分恒等于零, (55b) 给出约束形式:

  56( n) = a6õHh8#n ª 6# (55c)

这一过程指明了怎样利用不可约整基得到张量傅立叶展开的约束形式# 事实上, 为了推导

5m( n) 的约束形式,可以从表1中检除不变量 x#x = 1#x ª 2并列出相应的整基中除 x#x 外其

它所有可能的 m次齐次不变量# 例如构造 24次 Oh不变的 524( x) 约束形式, 用 I4和 I 6表示

的可能的 24次齐次项及其对应的不可约张量为

  I
6
4 yõO ª 6

h 8, I 34I 26 yõO ª 3
h ª H

ª 2
h 8, I 46 yõH ª 4

h 8# (56)

通过与上述做法相似的步骤, 利用表1可得下列约束形式:

Oh:  5 ( n) = 50+ a4õOh8#n ª 4
+ a6õHh8#n ª 6

+ a8õO ª 2
h 8#n ª 8

+

    a10õOh ª Hh8#n ª 10
+ õa12O ª 3

h + b12H
ª 2
h 8#n ª 12

+ a14õO ª 2
h ª Hh8#n ª 14

+

    õa16Oª 4
h + b16Oh ª H

ª 2
h 8#n ª 16

+ õa18Oª 3
h ª Hh+ b18H

ª 3
h 8#n ª 18

+

    õa20Oª 5
h + b20O

ª 2
h ª H

ª 2
h 8#n ª 20

+ õa22O ª 4
h ª Hh+ b22Oh ª H

ª 3
h 8#n ª 22

+

    õa24Oª 6
h + b24O

ª 3
h ª H

ª 2
h + c24H

ª 4
h 8#n ª 24

+ ,, (57)

O:  5 ( n ) = 50+ a4õOh8#n ª 4
+ a6õHh8#n ª 6

+ a8õO ª 2
h 8#n ª 8

+

    a9õTh ª Lh8#n ª 8
+ a10õOh ª Hh8#n ª 10

+ õa12Oª 3
h + b12H

ª 2
h 8#n ª 12

+

    a13õOh ª Td ª Lh8#n ª 13
+ a14õOª 2

h ª Hh8#n ª 14
+

    a15õHh ª Td ª Lh8#n ª 15
+ õa16Oª 4

h + b16Oh ª H
ª 2
h 8#n ª 16

+

    a17õOª 2
h ª Td ª Lh8#n ª 17

+ õa18O ª 3
h ª Hh + b18H

ª 3
h +

    c18T ª 2
d ª L

ª 2
h 8#n ª 18

+ ,, (58)

Th:  5( n) = 50+ a4õOh8#n ª 4
+ õa6Hh+ b6Lh8#n ª 6

+ a8õO ª 2
h 8#n ª 8

+

    õa10Oh ª Hh + b10Oh ª Lh8#n ª 10
+ õa12O ª 3

h + b12H
ª 2
h + c12L

ª 2
h +
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    d12Hh ª Lh8#n ª 12
+ ,, (59)

Td:  5( n) = 50+ a3õTd8#n ª 3
+ a4õOh8#n ª 4

+ a6õT ª 2
d 8#n ª 6

+

    a7õTd ª Oh8#n ª 7
+ a8õO ª 2

h 8#n ª 8
+ a9õT ª 3

d 8#n ª 9
+

    a10õT ª 2
d ª Oh8#n ª 10

+ a11õTd ª O
ª 2
h 8#n ª 11

+ õa12T ª 4
d + b12O

ª 3
h 8#n ª 12

+

    a13õT ª 3
d ª Oh8#n ª 13

+ a14õT ª 2
d ª O

ª 2
h 8#n ª 14

+ ,, (60)

T:  5 ( n) = 50+ a3õTd8#n ª 3
+ a4õOh8#n ª 4

+ õa6T ª 2
d + b6Lh8#n ª 6

+

    a7õTd ª Oh8#n ª 7
+ a8õO ª 2

h 8#n ª 8
+ õa9T ª 3

d + b 9Td ª Lh8#n ª 9
+

    õa10õT ª 2
d ª Oh+ b10Oh ª Lh8#n ª 10

+ a11õTd ª O
ª 2
h 8#n ª 11

+

    õa12T ª 4
d + b12O

ª 3
h + c12L

ª 2
h + d12T

ª 2
d ª Lh8#n ª 12

+ ,# (61)

这些约束形式,比如( 57)表明三维 Oh不变的 m阶不可约张量的线性空间 I 3
m ( Oh) 具有如

下表示:

  I
3
2 ( Oh) 和所有 I

3
m( Oh)   ( m 是奇数) 均为空集, (62a)

和

  

I
3
4 ( Oh) = span õOh8 , I

3
6 ( Oh) = span õHh8 ,

I 3
8 ( Oh) = span õO ª 2

h 8 , I 3
10 ( Oh) = span õOh ª Hh8 ,

I 3
12( Oh) = span õO ª 3

h 8,õH ª 2
h 8 , I 3

14 ( Oh) = span õO ª 2
h ª Hh8 ,

I 3
16( Oh) = span õO ª 4

h 8,õOh ª H ª 2
h 8 ,

I 3
18( Oh) = span õO ª 3

h ª Hh8, õH ª 3
h 8 ,

I 3
20( Oh) = span õO ª 5

h 8,õO2
h ª H ª 2

h 8 ,

I 3
22( Oh) = span õO ª 4

h ª Hh8, õOh ª H ª 3
h 8 ,

I 3
24( Oh) = span õO ª 6

h 8,õO ª 3
h ª H

ª 2
h 8, õH ª 4

h 8 ,

( 62b)

等等# 

类似地,利用( 58) ~ ( 61)可立即写出 G= T, Td, Th 或 O时 I
3
m( G ) 的表示# 

314  线性无关性

尽管利用表 1的不可约整基可以构造出如( 57) ~ ( 62)的约束形式,我们还没有论证这些

约束形式的线性独立性# 例如,没有论证展成约束的 24阶不可约张量空间 I 3
24( Oh) 的 Oh_不

变24阶不可约张量õO ª 6
h 8、õOª 3

h ª H
ª 2
h 8 和õH ª 4

h 8是否线性无关# 

通过 4个基本的生成多项式

  
PT( x ) = õTd8#G3( x ) , PO( x ) = õOh8#G4( x ) ,

PH( x ) = õHh8#G6( x ) , PL( x ) = õLh8#G6( x ) ,
(63a)

其中 Gm( x ) 是由( Ñ125) 定义的生成函数,将(35) 和(52) 代入(63) ,得到

  

PT( x ) = 6( e1 ª e2 ª e3)#G3( x ) = 12i( x 2- x - 2) ,

PO( x ) = Oh#G4( x ) = 28+ 2( x
4
+ x

- 4
) ,

PH( x ) = Hh#G6( x ) = 24- 2( x 4+ x - 4) ,

PL( x ) = Lh#G6( x ) = 66( x 2+ x- 2
) - 2( x 6+ x- 6

)# 

( 63b)

要论证诸如õO ª 6
h 8,õH ª 4

h 8和õO ª 3
h ª H

ª 2
h 8的线性无关,可以等价地论证
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f 1( x ) = õO ª 6
h 8 # G24( x ) = [ Oh # G4( x ) ]

6
= PO( x )

6
=

    [ 28 + 2( x 4+ x- 4
) ]

6
,

f 2( x ) = õH ª 4
h 8 # G24( x ) = [ Hh # G6( x ) ]

4
= PH( x )

4
=

    [ 24 - 2( x 4+ x- 4
) ]

4
,

f 3( x ) = õO ª 3
h ª H

ª 2
h 8 # G24( x ) = PO( x )

3
PH( x )

2
=

    [ 28 + 2( x 4+ x- 4
) ]

3
[ 24 - 2( x 4+ x- 4

) ]
2

(64)

的线性无关性# 由于 f 1( x )、f 2( x ) 和 f 3( x ) 中X 4 = x
4
+ x

- 4的最高次数分别为 6、4和 5,它们

的线性无关性是显然的# 从而不可约张量õO ª 6
h 8、õH ª 4

h 8和õO ª 3
h ª H ª 2

h 8是线性无关的并构

成 I 3
24 (Oh) 的一组基# 

由约束傅立叶展开( 57) ~ ( 61)的结构和( 64) , 容易证明它们都是线性无关的, 由于篇幅所

限,不再列出详细证明# 

还可以看出,对所有点群对称性, 利用不可约整基构造 ODF 张量傅立叶展开的约束形式

都是很方便的# 与上述线性无关表示( 57) ~ ( 61)相对照, 下面说明利用 D ] h的子群(比如 C6)

下单个矢量的整基所构造的ODF 不可约张量傅立叶展开表示是线性相关的# 

首先把 C6下矢量 x 的整基不变量[ 15, 16] 整理成绝对形式

  I 1 = x#k, I 2 = x#x, p 6 = P6, 6#x ª 6
, q6 = Q6, 6#x ª 6# (65)

类似于得到( 56)的方法, 对任一给定正整数 m,列出用 x的不变量I1、p 6和 q6构成的所有可能

m 次齐次项,比如 m = 12时的6个齐次项为

  
I
12
1 yõk ª 128, p 26 yõP ª 2

6, 68, q26 yõQ ª 2
6, 68,

I
6
1p 6 yõk ª 6 ª P6, 68, I 61q 6 yõk ª 6 ª Q6, 68, p 6 q6 yõP6, 6 ª Q6, 68# 

(66)

检查上述 6项是否线性无关等价于检查相应的生成函数

  

g1( x ) = k
ª 12#G12( x ) = 212 =

24

12

- 1

P12, 0#G12( x ) ,

g2( x ) = P
ª 2
6, 6#G12( x ) = [ P6, 6#G6( x ) ]

2
= 210(2 + x 12+ x- 12

) ,

g3( x ) = Q
ª 2
6, 6#G12( x ) = [ Q6, 6#G6( x ) ]

2
= 210(2 - x 12- x- 12

) ,

g4( x ) = [ k
ª 6#G6( x ) ] [ P6, 6#G6( x ) ] = 2

11
( x

6
+ x

- 6
) =

    24

6

- 1

P12, 6#G12( x ) ,

g5( x ) = [ k
ª 6#G6( x ) ] [ Q6, 6#G6( x ) ] = i211( x 6- x- 6

) =

    -
24

6

- 1

Q12, 6#G12( x ) ,

g6( x ) = [ P6, 6#G6( x ) ] [ Q6, 6#G6( x ) ] = i210( x12- x- 12
) =

    2- 1
Q12, 12#G12( x )

(67)

是否线性相关# 显然 g1= 2( g 2+ g3) ,故 g1、g4、g 5、g6和 g2( x ) - g3( x ) = P12, 12# G12( x ) 是

线性无关的,相应的有 P12, 0、P12, 6、Q12, 6、P12, 12和 P12, 12为线性无关# 该结果与(42) 相同# 

最后,注意到当且仅当 5 ( n ) = 50 时三维 ODF 5( n ) 是 K 和 Kh 不变的, 即要求

5( n) 是常数# 为完备记,给出

  K 和 Kh : 5( n) = 50# (68)
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4  各种点群对称性约束下的三维 CODF 的张量傅立叶展开

由( 42) ~ ( 50)、( 57) ~ ( 61)和( 68)给出的三维不可约张量和三维 ODF 不可约张量傅立叶

展开的约束形式,可以直接地得到各种宏观点群对称性(除了两类二十面体系对称性)下三维

CODF 张量傅立叶展开的约束形式# 

例如, 由约束形式 ( 58)的线性无关性, õOh8 、 õHh8 、 O
ª 3
h , H

ª 2
h 等分别构成

I
3
4 (O )、I

3
6 ( O )、I

3
12( O ) 等的一组基# 考虑到(28) ,可以把系数张量 A4、A6、A12等表示成

A4 = a4 ª õOh8、A6 = a6 ª õHh8、A12 = a12 ª õO ª 3
h 8 + b12 ª õH ª 2

h 8等,其中 a4 I I
3
4 、a6

I I 3
6 以及 a12、b12 I I 3

12是不可约张量# 于是从(58)、(28) 和(24) ,可以将 O型多晶的CODF

张量傅立叶展开的约束形式写成:

O:  5 ( R) = 50+ a4#Rª 4
Oh+ a6#R ª 6

Hh+ a8#R ª 8
O

ª 2
h + a9#Rª 9

( Th ª Lh) +

    a10#R ª 10
( Oh ª Hh) + ( a12#Rª 12

O
ª 3
h + b12#R ª 12

H
ª 2
h ) +

    a13#R ª 13
( Oh ª Td ª Lh) + a14#R ª 14

( O
ª 2
h ª Hh) + a15#Rª 15

( HhTd ª Lh) +

    [ a16#R ª 16
O

ª 4
h + b16#R ª 16

( Oh ª H
ª 2
h ) ] + a17#R ª 17

( O
ª 2
h Td ª Lh) +

    [ a18#R ª 18
( O

ª 3
h ª Hh) + b18#Rª 18

H
ª 3
h + c18#R ª 18

( T
ª 2
d ª L

ª 2
h ) ] + ,# (69)

形式上,仅仅是把( 58)中的系数标量 a4、a6、a12、b12 等分别换成系数不可约量 a4 I I 3
4 、a6 I

I 3
6 、a12 I I 3

12、b12 I I 3
12等# 值得注意的是, (69) 中张量主项 A1、A2、A3、A7和 A11不再出

现, 各非零主项 A4、A6、A8、A9、A10、A13、A14、A15和 A17都仅包含一个简单不可约张量,非零主

项 A12和 A16也只包含两个简单不可约张量# 

Adams[ 4]等给出 O型多晶的 CODF 张量傅立叶展开的 12个主项(到 A12为止)# 而通过本

文的研究,可以确定约束形式(69) 中的任意前有限项# 

将( 42) ~ ( 50)、( 57)、( 59) ~ ( 61)和( 68)中的标量系数换成不可约张量系数, 可以直接得

到各种点群(除了两类二十面体群)对称性下三维 CODF张量傅立叶展开的约束形式

Oh:  5 ( R) = 50+ a4#R ª 4
Oh+ a6#Rª 6

Hh + a8#R ª 8
O

ª 2
h + a10#Rª 10

( Oh ª Hh) +

    ( a12#R ª 12
O

ª 3
h + b12#R ª 12

H
ª 2
h ) + a14#R ª 14

O
ª 2
h + [ a16#R ª 16

O
ª 4
h +

    b16#R ª 16
( Oh ª H

ª 2
h ) ] + [ a18#Rª 18

( O
ª 3
h ª Hh) + b18#R ª 18

( H
ª 3
h ) ] +

    [ a20#R ª 20
O

ª 5
h + b20#R ª 20

( O
ª 2
h ª H ª 2

h ) ] +

    [ a22#R ª 22
( O

ª 4
h ª Hh) + b22#Rª 22

( Oh ª H
ª 3
h ) ] +

    [ a24#R ª 24
O

ª 6
h + b24#R ª 24

( O
ª 3
h ª H ª 2

h ) + c24#R ª 24
( H

ª 4
h ) ] + ,, (70)

Th:  5(R) = 50+ a4#R ª 4
Oh + ( a6#R ª 6

Hh+ b6#R ª 6
Lh) + a8#R ª 8

O
ª 2
h +

    [ a10#R ª 10
( Oh ª Hh) + b10#Rª 10

( Oh ª Lh) ] + [ a12#R ª 12
O

ª 3
h +

    b12#R ª 12
H

ª 2
h + c12#Rª 12

L
ª 2
h + d12#R ª 12

( Hh ª Lh) ] + ,, (71)

Td:  5( R) = 50+ a3#R
ª 3
Td+ a4#R

ª 4
Oh+ a6R

ª 6
T

ª 2
d + a7#R

ª 7
( Td ª Oh) +

    a8#R ª 8
O

ª 2
h + a9#R ª 9

T
ª 3
d + a10#Rª 10

( T
ª 2
d ª Oh) +

    a11#R ª 11
( Td ª O

ª 2
h ) + ( a12#R ª 12

T
ª 4
d + b12#Rª 12

O
ª 3
h ) +

    a13#R ª 13
( T

ª 3
d ª Oh) + a14#Rª 14

( T
ª 2
d ª O

ª 2
h ) + ,, (72)

T:  5 (R) = 50+ a3#Rª 3
Td+ a4#R ª 4

Oh+ ( a6#R ª 6
T

ª 2
d + b6#R ª 6

Lh) +

    a7#R ª 7
( TdOh) + a8#Rª 8

O
ª 2
h + [ a9#R ª 9

T
ª 3
d + b9#Rª 9

( Td ª Lh) ] +
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    [ a10#R ª 10
( T

ª 2
d ª Oh ) + b10#R ª 10

( Oh ª Lh) ] + a11 # R ª 11
( Td ª O

ª 2
h ) +

    [ a12#R ª 12
T

ª 4
d + b12#R ª 12

O
ª 3
h + c12#R ª 12

L
ª 2
h + d12#Rª 12

( T
ª 2
d ª Lh) ] + ,# 

(73)

Cm( m I Z
+
) , 由 R(2P/ mk) 生成:

5( R) = 50+ E
]

n= 1

an, 0 ª Pn, 0+ E
[ n / m]

q= 1

( an, q ª Pn, qm + bn, q ª Qn, qm) # R@ n# (74)

Cm v( m I Z+ , m \ 2) , 由 R(2P/ mk) , R2生成:

5( R) = 50+ E
]

n= 1
an, 0 ª Pn, 0+ E

[ n / m]

q= 1
an, q ª Pn, qm # R@ n# (75)

Cmh( m = 偶数 I Z+ ) 和 Cmi (m = 奇数 I Z+
) ,由 R(2P/ mk) , - 1生成:

5( R) = 50+ E
]

l= 1
a2l , 0 ª P2l , 0+ E

[2 l/ m]

q= 1
( a2l, q ª P2l, qm + b2l, q ª Q2l, qm) #R@ 2l# (76)

Cmh( m = 奇数 I Z+ ) 和 Cmi (m = 偶数 I Z+ ) ,由- R(P/ mk) 生成:

5( R) = 50+ E
]

l= 1

a2l , 0 ª P2l , 0+ E
[ l/ m]

q= 1

( a2l , q ª P2l , 2qm + b2l , q ª Q2l , 2qm) # R@ 2l
+

    E
]

l= 0
E

( 2l+ 1- m) / 2

q= 0

( a2l+ 1, q ª P2l+ 1, ( 2q+ 1) m + b2l+ 1, q ª Q2l+ 1, (2q+ 1) m) # R@ 2l+ 1# (77)

Dm(m I Z
+
, m \ 2) ,由 R(P/ mk) , - R2生成:

5( R) = 50+ E
]

n= 1

e( n ) an, 0 ª Pn, 0+

    E
[ n/ m]

q= 1
[ e( n ) an, q ª Pn, qm + o( n) bn, q ª Qn, qm ] # R@ n# (78)

Dmh( m = 偶数 I Z+ ) 和 Dmd( m = 奇数 I Z+ , m \ 3) ,由 R(2P/ mk) , R2, - 1生成:

5( R) = 50+ E
]

l= 1
a2l , 0 ª P2l , 0+ E

[2 l/ q]

q= 1
a2l , q ª P2l , qm # R@ 2l# (79)

Dmh( m = 奇数 I Z+ , m \ 3) 和 Dmd( m = 偶数 I Z+ ) ,由- R(2P/ mk) , R2生成:

5( R) = 50+ E
]

l= 1
a2l , 0 ª P2l , 0+ E

[ l/ m]

q= 1
a2l, q ª P2l, 2qm # R@ 2l

+

    E
]

l= 0
E

( 2l+ 1- m) / 2

q= 0
a2l+ 1, q ª P2l+ 1, (2q+ 1) m # R@ 2l+ 1# (80)

其它的,分别由( 33)式给出 C] 和 C] v 下CODF的约束张量傅立叶展开,在(33) 中取 am =

0( m 为奇数 I Z+ ) 给出了 C] h , D ] 和 D ] h 下的约束展开; 对 K 和 Kh 则恒有

5( R) = 50是常数# 从(74) ~ (80) 还可以简单地写出在7类六方系 C6、C3h、C6h、D6、C6v、D3h、
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D6h 和 7类四方系 C4、C2i、C4h、D4、C4v、D2d、D4h下 CODF 的约束张量傅立叶展开# 

大多数金属材料属于立方或六方多晶,其中铁电金属在高科技中更具有日益增长的重要

性# 例如,钡钛合金是最常用的铁电体之一, 它的晶体点群是六方的# 当钡钛合金加热到它的

铁电居里温度( 120 e )时, 它的晶体点群变成立方的并且铁电性质消失# 因此, 研究六方、四方

和立方多晶的 CODF 张量傅立叶展开具有特别重要的意义# 

5  结   论

本文建立了三维晶体定向分布函数( CODF)张量傅立叶展开的一般形式,构造了各类点群

对称性(除了两类二十面体系对称性)下 ( � ) 各阶二维和三维不可约张量、( � ) 二维和三维

定向分布函数( ODF)的张量傅立叶展开和 ( � ) 二维和三维 CODF 的张量傅立叶展开的约束

形式# 这些结果构成了内变量框架下研究非均匀材料不可逆行为的理性基础# 

在这两部分组成的文章中,还深入研究了不可约张量, 包括它的简单而统一的结构和在各

种点群对称性下的约束形式# 这些丰富的结果非常有用, 对涉及高阶张量的问题甚至是不可

缺少的# 

准晶由于其非凡的物理性质, 已经引起越来越多人的注意# 二十面体系的两类对称性 I

和 Ih 对应于准晶的对称性,研究这类材料对称性约束问题(比如整基、张量函数表示、不可约

张量、ODF 和 CODF)变得日益重要# 
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Orientation Distribution Functions for Microstructures of

Heterogeneous Materials (Ò) ) Crystal Distribution

Functions and Irreducible Tensors Restricted by

Various Material Symmetries
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Abstract: The explicit representations for tensorial Fourier expansion of 3_D crystal orientation distr-i

bution functions ( CODFs) are established. In comparison with that the coefficients in the m th_term

of the Fourier expansion of a 3_D ODF make up just a single irreducible m th order tensor, the coeff-i

cients in the m th term of the Fourier expansion of a 3_D CODF constitute generally so many as2m +

1 irreducible m th order tensors. Therefore, the restricted forms of tensorial Fourier expansions of 3_D

CODFs imposed by various micro_ and macro_scopic symmetries are further established, and it is

shown that in most cases of symmetry the restricted forms of tensorial Fourier expansions of 3_D

CODFs contain remarkably reduced numbers of m th order irreducible tensors than the number 2m +

1. These results are based on the restricted forms of irreducible tensors imposed by various point_

group symmetries, which are also thoroughly investigated in the present part in both 2_ and 3_D

spaces.

Key words: crystal orientation distribution function; irreducible tensor; Fourier expansion; m-i

crostructure; material symmetry
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