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摘要 :  对齐次平衡法进行了改进并将其应用于两个非线性发展方程组中# 通过一些新的假设,

获得了若干精确解析解# 这些解包含王和张的结论及其它新类型的解析解, 如有理分式解和周

期解# 这种方法也可以应用于求解更多的非线性偏微分方程# 
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引   言

在研究水波的过程中,人们获得了很多完全可积模型,如 KdV方程, mKdV方程, ( 2+ 1)_

维KP方程,耦合KdV方程, 变更 Boussinesq方程, WBK方程等[ 1~ 13]# 为了寻找非线性发展方

程的精确解,最近王等人
[ 4]
提出一种有效的工具(齐次平衡法)# 不幸的是用该方法只能得到

孤波解# 

本文的目的是改进齐次平衡法以致于能够得到非线性发展方程更多形式的精确解# 首先

我们简单介绍我们的主要思想,然后将它应用于一些非线性发展方程中# 对于给定的非线性

发展方程,设含有两个变量 x 和 t

  F( u, u t , ux , uxx , ux t , ,) = 0, (1)

其中 F为所讨论函数的多项式,下标表示偏导数# 王[ 4]利用齐次平衡法的前三步获得如下关

系

  u( x , t ) = f ( <, <t , <x , <xt , <xx , ,) + u0, (2)

  Gi ( <, <t , <x , <x t , <xx , ,) = 0   ( i = 1, 2, ,, n) , (3)

其中 < = <( x , t ) , f 为已知函数, Gi ( i = 1, 2, ,, n) 为关于 <的各种导数的齐次函数# 为了

求解函数 <,王仅仅假设 <( x , t ) = 1+ eAx+ Bt+ C# 因此只有孤波解被得到# 事实上,根据方程

(3) 的齐次性质,我们能做关于 <的更多形式的假设, 结果可发现方程(1) 的更多精确解# 这

些解包含王的结论# 为了证实这种方法,我们考虑如下两个非线性发展方程组# 
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1  长波近似方程

对于给定长波近似方程[ 4~ 10]

  ut + uux - H x +
1
2
uxx = 0, (4a)

  H t - (Hu) x -
1
2
H xx = 0# (4b)

它们是Whitham[ 5]和 Broer[ 6]提出的# 人们研究了对称、守恒律和孤子解# 最近,王用齐次平衡

法来考虑系统( 4)并推导出如下结论[ 4]

  u( x , t ) =
5
5x ln <+ c, H ( x , t ) =

52

5x 2
ln<# (5)

其中 c 为常数, <满足

  <x<t - c<
2
x -

1
2
<x<xx = 0, (6)

  <xt - c<xx -
1
2 <xxx = 0, (7)

  <2x<t - c<
3
x -

1
2
<2x<xx = 0, (8)

  2<x<xt + <xx<t - 3c<x<xx -
1
2
<2xx - <x<xxx = 0, (9)

  <xxt - c<xxx - <xxxx = 0# (10)

事实上,容易证明要使( 6) ~ ( 10)成立, <须满足

  <t - c<x -
1
2 <xx = 0# (11)

现在,我们的目的是求得方程( 11)更多的解,有如下情况:

情况A  首先取方程( 11)中的 <有如下形式

  <1( x , t ) = k0+ E
n

i= 1
kia

( A
i
x+ B

i
t+ C

i
)
, (12)

其中 a > 0且 a X 1, Ai、Bi为待定常数# kj、Ci ( i = 1, 2, ,, n; j = 0, 1, 2, ,, n) 为任意常数

且 kj X 0# 

将方程( 12)代入( 11) , 得

  Bi = cAi +
1
2
A2i lna   ( i = 1, 2, ,, n)# (13)

因此由( 12)、( 13)和( 5) , 得方程( 4a)、( 4b)的一组精确解

  u( x , t ) =

ln a E
n

i= 1
Aikia

[ A
i
x+ ( c A

i
+ 1
2
A
2

i
lna) t+ C

i
]

k0+ E
n

i= 1

kia
[ A
i
x+ ( c A

i
+ 12A

2

i
lna) t+ C

i
]

+ c,

  H ( x , t ) =

ln
2
a E

n

i = 1
A
2
ikia

[ A
i
x+ ( c A

i
+ 1
2
A
2

i
lna) t+ C

i
]

k 0+ E
n

i= 1

kia
[ A
i
x+ ( c A

i
+
1
2A
2

i
lna) t+ C

i
]

-
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lna E

n

i= 1

Aikia
[ A
i
x+ ( c A

i
+ 1
2
A
2

i
lna) t+ C

i
]

k0+ E
n

i= 1

kia
[ A
i
x+ ( c A

i
+
1
2A
2

i
lna) t+ C

i
]

2

# 

当 a = e 时, 得到方程( 4a)、( 4b)的多孤子解

u ( x , t ) =
E
n

i= 1

Aikie
[ A
i
x+ ( c A

i
+
1
2A
2

i
) t+ C

i
]

k 0+ E
n

i= 1
kie

[ A
i
x+ ( c A

i
+
1
2A
2

i
) t+ C

i
]

+ c,

H ( x , t ) =
E
n

i= 1

A2ikie
[ A
i
x+ ( c A

i
+ 1
2
A
2

i
) t+ C

i
]

k0+ E
n

i= 1

kie
[ A
i
x+ ( c A

i
+
1
2A
2

i
) t+ C

i
]

-
E
n

i= 1

Aikie
[ A
i
x+ ( c A

i
+ 1
2
A
2

i
) t+ C

i
]

k 0+ E
n

i= 1

kie
[ A
i
x+ ( c A

i
+
1
2A
2

i
) t+ C

i
]

2

# 

在条件 ki = 1 ( i = 0, 1, 2, ,) 下,此解为张[ 10]
所得# 当 n = 1时,方程(4) 的两组孤波解为

u1( x , t ) =
1
2
A1tanh

1
2

A1x + cA1+
1
2
A21 t + C1+ ln

k 1

k 0
+
1
2
A1+ c   ( k 1k 0 > 0) ,

H 1( x , t ) =
1
4 A

2
1sech

2 1
2 A1x + cA1+

1
2 A

2
1 t + C1+ ln

k 1
k 0

      ( k0 k1 > 0)# 

此孤波解为王
[ 4]
所得# 

u2( x , t ) =
1
2
A1coth

1
2

A1x + c A1+
1
2
A2i t + C1+ ln -

k1
k0

+
1
2
A1+ c  ( k 0k1 < 0) ,

H 2( x , t ) =
1
4
A
2
1csch

2 1
2

A1x + c A1+
1
2
A
2
1 t + C1 + ln -

k 1

k 0
    ( k 0k1 < 0)# 

此解为异性行波解, 王[ 4]没有得到# 

情况 B  假设( 11)式中 <有如下有理形式的解析解

<2( x , t ) = E
m

i = 0
Xi ( t ) ( x + x0)

i
, (14)

其中 x 0 为常数, Xi ( i = 0, 1, 2, ,, m) 为 t 的待定函数# 

借助于MATHEMATICA,将( 14)代入( 11)并且令 ( x+ x 0)
j
( j = 0, 1, 2, ,) 的系数为0,得到

一个关于 Xi ( i = 0, 1, 2, ,, m ) 的微分方程组# Xi ( i = 0, 1, 2, ,, m ) 可以确定出# 为方便起

见,取 m = 3,得

X0 = c
3
c0 t

3
+ ( c

2
c1+ 3cc0) t

2
+ ( cc2+ c1) t + c3,

X1 = 3c
2
c0 t

2
+ (2cc1+ 3c0) t + c2, X2 = 3cc0t + c1, X3 = c0,

其中 c0、c1、c2、c3 为任意常数# 因此可得到方程(4) 的新有理分式解

u ( x , t ) =
3c0( x + x 0)

2
+ (6cc0t + 2c1) ( x + x 0) + 3c

2
c0t

2
+ (2cc1+ 3c0) t + c2

D ( x , t )
+ c,

H ( x , t ) =
6c0( x + x 0) + 6cc0t + 2c1

D ( x , t )
- ( u - c)

2
,
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其中

D( x , t ) = c0( x + x 0)
3
+ (3cc0 t + c1) ( x + x 0)

2
+ [ 3c2c0t

2
+ (2cc1+ 3c0) t +

c2] ( x + x 0) + c
3
c0 t

3
+ ( c

2
c1 + 3cc0) t

2
+ ( cc2+ c1) t + c3# 

情况 C  类似于情况 B,若取另一有理形式的解析解,即

<3( x , t ) = E
m

i = 0
Xi ( x ) t

i
, (15)

取 m = 2, 则方程(4) 的另一有理解可写为:

u =

- 2cc2 t
2
+ 2c2xt + 2cc4t +

2 c2

c1
t + R e- 2cx +

c1
c
x -

2c1
c
+
2 c(2c1+ c3)

c1

c2t
2
-

2 c2
c
x + c4 t + A e

- 2cx
+ c1 t

2
+

2 c2
c
x - c3 t + B

+ c,

H =
[ 2 cc2 t

2
+ (4cc2x - 4c2+ 2cc4) t + M ] e

- 2cx
+
c1
c

c2 t
2
-

2 c2

c
x + c4 t + A e

- 2cx
+ c1 t

2
+

2c2

c
x - c3 t + B

- ( u - c)
2
,

其中

R =
2c2+ cc4

2(1- 2c)
x
2
+
c2
c
x +

c2+ cc4

2c( 2c - 1)
- 2 c0;

A =
2 c2+ cc4

2c( 2c - 1)
x
2
+

c2+ cc4

2c( 2c - 1)
+ c0;

B =
c1
2c
x
2
- 2c(2c2 + c3) c1x + c5;

M =
2 2 cc2 + 2cc4

2 - 1
x
2
+
4 2 cc2- 2c2+ 2cc4

c(1- 2c)
x +

c2
c
- 2cc0 +

c2 + cc4

c(1- 2 c)
,

c0, c1, ,, c5为常数# 

情况 D  我们也能获得( 11)如下形式解

<4( x , t ) = c0+ E
m

i= 1

sin[ 2Ki - c
2
x ] exp(- cx - Kit + ci ) , (16a)

<5( x , t ) = c0+ E
m

i= 1
cos [ 2Ki - c

2
x ] exp(- cx - Kit + ci )# ( 16b)

将( 16a)和( 16b)代入 B¾cklund变换( 5) ,获得方程( 4a)和( 4b)的另两组新的精确解

u ( x , t ) =
E
m

i= 1
[ 2Ki - c

2
cos 2Ki - c

2
x - csin 2Ki - c

2
x ] exp(- cx - Kit + ci )

c0+ E
m

i= 1

sin 2Ki - c
2
xexp(- cx - Kit + c i )

+ c,

H ( x , t ) =

    
2E

m

i = 1

[- c 2Ki - c
2 cos 2Ki - c

2
x + ( c

2
- Ki ) sin 2Ki - c

2
x ] e(- cx- Kit+ ci)

c0+ E
m

i= 1
sin 2Ki - c

2
x exp(- cx - Kit + ci )

-
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E
m

i= 1

[ 2Ki - c
2cos 2Ki - c

2
x - csin 2Ki - c

2
x ] exp(- cx - Kit + ci )

c0 + E
m

i = 1

sin 2Ki - c
2
x exp(- cx - Kit + ci )

2

;

u ( x , t ) = -
E
m

i= 1
[ 2Ki - c

2
sin 2Ki - c

2
x + c cos 2Ki - c

2
x ] exp(- cx - Kit + c i )

c0+ E
m

i= 1

cos 2Ki - c
2
xexp(- cx - Kit + ci )

+ c,

H ( x , t ) =

    
2E

m

i = 1
[ c 2Ki - c

2
sin 2Ki - c

2
x + ( c

2
- Ki ) cos 2Ki - c

2
x ] e

(- cx- K
i
t+ c

i
)

c0+ E
m

i= 1

cos 2Ki - c
2
xexp(- cx - Kit + ci )

-

    
E
m

i= 1

[ 2Ki - c
2sin 2Ki - c

2
x + ccos 2Ki - c

2
x ] exp(- Kit - cx + ci )

c0+ E
m

i= 1
cos 2Ki - c

2
xexp(- cx - Kit + c i )

2

# 

情况 E  此外,容易证明上述 5种解 <i ( i = 1, 2, ,, 5) 的如下的组合形式仍为(11) 的解,

即

  <( x , t ) = c0+ E
5

i = 1

c i<i ( x , t ) , (17)

其中 cj ( j = 0, 1, 2, ,, 5)为任意常数# 因此由B¾cklund变换(5) ,我们又可得方程 ( 4a)和( 4b)

的另一解

u =
E
5

i = 1

c i<ix

c0+ E
5

i= 1

ci<i ( x , t )
+ c, H =

E
5

i= 1

ci<ixx

c0+ E
5

i= 1

ci<i ( x , t )
-

E
5

i= 1

ci<ix
2

c0+ E
5

i = 1

c i<i ( x , t )
2
,

其中 <i ( i = 1, 2, ,, 5) 满足( 12)、( 14)、( 15)、( 16a)和( 16b)式# 

2  ( 2+ 1) _维色散长波方程

下面我们考虑( 2+ 1)_维色散长波方程
[ 4, 11]

  uyt + H xx +
1
2
( u
2
) xy = 0, (18a)

  H t + ux + ( uH ) x + uxxy = 0# ( 18b)

利用齐次平衡法
[ 4]
, 容易获得如下结论

  u( x , y , t ) = 2
5
5x lnW+ A, H ( x , y , t ) = 2

52

5x5y lnW- 1, (19)

其中 W= W( x , y , t ) 满足

  Wxy t + AWxxy + Wxxxy = 0, (20)

  WxWyWt + AWyW
2
x + WyWxWxx = 0, (21)

  WxWy t + WxyWt + WyWxt + AWyWxx + 2AWxyWx + WxxWxy + WxWxxy + WyWxxx = 0, (22)
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其中 A 为任意常数# 

类似于对( 11)所做的假设,从( 20) ~ ( 22)中,有如下结论

情况 1  容易证明( 20) ~ ( 22)式有如下解

W1( x , y , t ) = c0( y ) + E
m

i= 1
ci ( y )D

A
i
( y )x- [ AA

i
(y )+ A

2

i
( y ) lnD

i
( y ) ] t+ B

i
( y )

i , (23)

其中 c0( y )、Di = Di ( y )、c i ( y )、Ai ( y )、Bi ( y ) ( i = 1, 2, ,, m) 为 y 的任意函数, D i ( y ) > 0且

Di ( y ) X 1# 将( 23) 代入(19) , 得方程(18) 的一系列精确解

u =

2E
m

i= 1

c i ( y ) Ai ( y ) D
A
i
(y ) x- [ AA

i
( y )+ A

2

i
(y ) lnD

i
( y ) ] t+ B

i
( y)

i

c0( y ) + E
m

i= 1

ci ( y )D
A
i
( y )x- [ AA

i
(y )+ A

2

i
( y ) lnD

i
( y ) ] t+ B

i
( y )

i

+ A , (24)

H =

2E
m

i= 1

[ ( ciAi ) y + ciAiQ i ]

c0( y ) + E
m

i= 1

ci ( y )D
N
i

-

2 c0y + E
m

i = 1

( ciyD
N
i + ciQi ) E

m

i= 1

ciAiD
N
i

c0( y ) + E
m

i = 1

ci ( y )D
N
i

2
- 1, (25)

其中

Qi = D
N
i N

D iy
Di
+ Di Aiy x - AAiy + 2AiAiy lnDi + A2i

D iy
Di

t + Biy ,

N= Ai ( y ) x - [ AAi ( y ) + A2i ( y ) lnDi ( y ) ] t + Bi ( y )# 

事实上,若取 c0( y ) = ci ( y ) = 1, D i ( y ) = e ( i = 1, 2, ,, m ) ,则解(24)、(25) 变为方程

(18) 的多类孤子解[ 11]# 

当 m = 1, Di ( y ) = e时,由(24)、(25) ,得两组孤波解

u1 = A1( y ) tanh
1
2

A1( y ) x - ( AA1( y ) + A21( y ) ) t + B1( y ) + ln
c1( y )

c0( y )
+

    A1( y ) + A   c1c0 > 0# 

H 1 =
1
2

A1y x - ( AA1y + 2A1A1y) t + B1y +
c1y
c1
-
c0y
c0
sech2 1

2
A1( y ) x -

    [ AA1( y ) + A21( y ) t + B1( y ) + ln
c1( y )

c0( y )
+ A1y tanh

1
2

A1( y ) x -

    ( AA1( y ) + A
2
1( y ) ) t + B1( y ) + ln

c1( y )

c0( y )
+ A1y - 1   c1c0 > 0;

u2 = A1( y ) coth
1
2 A1( y ) x - ( AA1( y ) + A

2
1( y ) ) t + B1( y ) + ln -

c1( y )

c0( y )
+

    A1( y ) + A   c1c0 < 0,

H 2 = -
1
2

A1y x - ( AA1y + 2A1A1y ) t + B1y +
c1y

c1
-
c0y

c0
csch2

1
2

A1( y ) x - [ AA1( y ) +

    A21( y ) ] t + B1( y ) + ln -
c1( y )

c0( y )
+ A1y coth

1
2

A1( y ) x - [ AA1( y ) + A21( y ) ] t +

    B1( y ) + ln -
c1( y )

c0( y )
+ A1y - 1   c1 c0 < 0# 

ZHANG的结果中( 34)和( 35) [ 11]为 u1和 H 1的特例, 但ZHANG没有得到解 u2 和H 2,它们是异

性行波解# 
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情况 2  若取( 20) ~ ( 22)中的 W具有形式

W2( x , y , t ) = E
m

i= 0
ki ( Ax + By ) ( t - t 0)

i
,   A = 0, (26)

其中 ki ( Ax + By ) ( i = 0, 1, 2, ,, m) 为 Ax + By 的待定函数# 将(26) 代入(20) ~ (22) 式,得

到关于( t - t0)
i
( i = 0, 1, 2, ,, m ) 的多项式方程组, 并且根据1, t - t 0, ( t - t 0) 2, ,, ( t- t 0) m

的线性无关性,可得关于 ki ( Ax + By ) ( i = 0, 1, 2, ,, m ) 的一个常微分方程组,解这个常微分

方程组,得

ki ( Ax + By ) = (- A
2
)
i- m
( m - i) !

m

i
E

2( m+ 1- i)

j= 1
aj
( Ax + By ) 2( m+ 1- i )- j

(2( m + 1 - i) - j ) !
  

( i = 0, 1, 2, ,, m) , (27)

其中 aj ( j = 1, 2, ,) 为任意常数,结合(19)、(26)、(27) , 得方程(18) 的有理分式解

u ( x , y , t ) =

2E
m

i= 0

(- A2) i- m(m - i) !
m

i
E

2( m- i) + 1

j= 1

Aaj
( Ax + By ) 2( m- i )+ 1- j

(2( m - i ) + 1- j ) !
( t - t 0)

i

M( x , y , t )
,

(28)

H ( x , y , t ) =

2E
m

i= 0
(- A2) i- m( m - i) !

m

i
E

2( m- i)

j= 1
ABaj

( Ax + By )2( m- i)- j

(2( m- i) - j ) !
( t - t 0)

i

M( x , y , t )
-

1
2
u
2
( x , y , t ) - 1, (29)

其中

M( x , y , t ) = E
m

i= 0
(- A

2
)
i- m
( m - i) !

m

i
E

2( m- i+ 1)

j= 1
aj
( Ax + By ) 2( m- i+ 1)- j

(2( m - i + 1) - j ) ! ( t - t 0)
i# 

当 m = 1, 2, ,时,可得到方程(18) 的很多有理分式解# 

情况 3  我们也能推出方程( 20) ~ ( 22)的如下形式的解

W3( x , y , t ) = c0( y ) + E
m

i= 1

sin[ KAi ( y ) x ] exp[ KA
2
i ( y ) t + Ci ( y ) ]   ( A = 0) , (30)

W4( x , y , t ) = c0( y ) + E
m

i= 1

sin
1
2

4K- A 2x exp -
A
2
x + Ci ( y ) + Kt

( A X 0) , (31)

W5( x , y , t ) = c0( y ) + E
m

i= 1
cos[ KAi ( y ) x ] exp[ KA

2
i ( y ) t + Ci ( y ) ] ( A = 0) , (32)

W6( x , y , t ) = c0( y ) + E
m

i= 1
cos

1
2

4K- A 2x exp -
A
2
x + Ci ( y ) + Kt

( A X 0) , (33)

其中 c0( y )、Ai ( y )、Ci ( y ) ( i = 1, 2, ,, m) 为 y 的任意函数; K为常数# 因此将(30)、(31) 分

别代入 B¾cklund变换( 19) , 得到方程( 18)的两组新的周期解

u3( x , y , t ) =

2E
m

i= 1
KAi ( y ) cos [ KAi ( y ) x ] exp[ KA

2
i ( y ) t + Ci ( y ) ]

c0( y ) + E
m

i = 1

sin[ KAi ( y ) x ] exp[ KA
2
i ( y ) t + Ci ( y ) ]

  ( A = 0) ,
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H 3 = 2 E
m

i = 1

K[ Aiy cos KAi ( y ) x - KAi ( y ) Aiy x sin KAi ( y ) x + Ai ( y ) (2KAi Aiy t +

    Ciy) cos KAi ( y ) x ] exp[ KA
2
i ( y ) t + Ci ( y ) ] c0( y ) + E

m

i= 1
sin KAi ( y ) x @

    exp( KA2i ( y ) t + Ci ( y ) )
- 1
- 2u3( x , y , t ) @ c0y + E

m

i= 1
[ KAiy cos KAi ( y ) x +

    [ 2KAiAiyt + Ciy ] sin KAi ( y ) x ] exp[ KA
2
i ( y ) t + Ci ( y ) ] @

    c0( y ) + E
m

i= 1
sin KAi ( y ) xexp( KA

2
i ( y ) t + Ci ( y ) )

- 1
- 1;

u4 = 2E
m

i= 1

1
2

4K- A 2 cos 1
2

4K- A 2 x - A
2
sin 1

2
4K- A 2x @

    exp - A
2
x + Kt + Ci ( y ) @ c0( y ) + E

m

i= 1
sin

1
2

4K- A 2x @

    exp - A
2
x + Kt + Ci ( y )

- 1

+ A,

H 4 = 2E
m

i = 1

Ciy
1
2

4K- A 2 cos 1
2

4K- A 2 x -

    A
2
sin

1
2

4K- A 2x exp -
A
2
x + Kt + Ci ( y ) @

    c0( y ) + E
m

i= 1
sin

1
2 4K- A

2
x exp -

A
2 x + Kt + Ci ( y )

- 1

-

    2u4( x , y , t )
c0y + E

m

i= 1
Ciysin

1
2

4K- A
2
x exp -

A
2
x + Kt + Ci ( y )

c0( y ) + E
m

i= 1

sin 1
2

4K- A 2 x exp - A
2
x + Kt + Ci ( y )

- 1

( A X 0)# 

对于方程( 20) ~ ( 22)的解( 32)、( 33) , 利用 B¾cklund变换( 19) , 我们也能获得另两组新的

精确解 ( u5, H 5) 和( u6,H 6) ,它们与解( u3, H 3) 和( u4, H 4) 类似,这儿略去# 

此外, 易证方程( 20) ~ ( 22)的 6组解 Wi ( i = 1, 2, ,, 6) 的下面的组合形式仍是方程(20)

~ (22) 的解, 即

  W( x , y , t ) = c0( y ) + E
6

i= 1

ci ( y ) Wi ( x , y , t )   A = 0, (34)

其中 cj ( y ) ( j = 0, 1, 2, ,, 6) 为 y 的任意函数# 则利用 B¾cklund变换(19) ,我们又能得到方

程(18) 的另一解# 

作为方程( 18a)和( 18b)的特例, 我们也可以考虑( 1+ 1) _维第一变更 Boussinesq方程[ 12]

  ut + H x + uux = 0, (35a)

  H t + ( uH ) x + uxxx = 0# ( 35b)

根据上述所得到的方程( 18a)和( 18b)的解,我们也能获得方程( 35a)和( 35b)的若干精确解# 

3  结   论

总之,基于改进的齐次平衡法,获得了两个非线性发展方程组的若干类型的精确解, 其中
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包含已知的孤波解和新的有理分式解# 这些解对于解释一些物理现象或许是有用的# 这种途

径也可以应用于其它的非线性微分方程组和非线性方程中, 如 ( 2 + 1) _维 Burgers 方程,

Whitham_Broer_Kaup方程[ 13]等# 
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Study on Exact Analystical Solutions for Two

Systems of Nonlinear Evolution Equations

YAN Zhen_ya,  ZHANG Hong_qing
( Depar tm ent of Applied Ma them atics , Dalian Univ er sity of

Techn ology , Da lian 116024, P R China )

Abstract: The homogeneous balance method was improved and applied to two systems of nonlinear

evolution equations. As a result, several families of exact analytic solutions are derived by some new

ansatzs. These solutions contain Wang. s and Zhang. s results and other new types of analytical solu-

tions, such as rational fraction solutions and periodic solutions. The way can also be applied to solve

more nonlinear partial differential equations.

Key words: nonlinear evolution equations; improved homogeneous balance method; exact analytical

solution; solitary wave solution; rational solution
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