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用有限差分_Chebyshev Tau方法求
Poisson方程的准确解
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摘要 : � 提出了一种求解二维 Poisson方程的新方法��� 有限差分_Chebyshev Tau 方法, 并给出了一

些有关的数值结果�� 结果表明,这一方法是令人满意的,且与其它方法相容��
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引 � �言

许多学者讨论了二维 Poisson方程的求解问题��Haidvogel和 Zang[ 1]提出了一种矩阵对角

化方法来求解二维 Poisson方程,这一方法是有效的,但要求预先计算本征值和本征向量, 这就

使解的准确度受到这种预先计算准确度的限制,当 N 值很大时尤其如此��

Dang_Vu和 Delcarte
[ 2]
为同样的目的提出了Chebyshev配置法,他们的方法当 N很小时与矩

阵对角化方法有同样的准确度,而当N 很大时也比较准确��

Siyyam 和Syam[ 3]用Chebyshev_Tau方法求解了二维Poisson方程, 他们的方法比上述两种方

法更为准确��

在本文中, 我们提议用有限差分_Chebyshev Tau方法作为一种新方法,来解同一问题:

� � � u( x , y ) = uxx + uyy = f ( x , y ) � x , y � (- 1, 1) , (1)

� � u( � 1, y ) = u( x , � 1) = 0��

与以上三种方法相比,此方法更为简便、快捷和准确,当 N 很大时尤其是这样��

1 �预 备知 识

为了描述我们的方法的用法, 考虑线性问题

� � a�( x ) = f ( x ) � � x � (- 1, 1) ,

� � a( � 1) = 0��

我们把区间[ - 1, 1]划分为 n 个同样大小的子区间

� � - 1 = x 0 < x 1 < � < xn = 1,

其中 xj = - 1+ 2j / n ( j = 0, 1, � , n )�� 我们采用缩略记法: a( xj ) := f j�� 于是,用中心差分法
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可得如下方程(见[ 4] ) :

� � a�( xj ) = A ( h) -
h
2

12
a

( 4)
j -

h
4

360
a

( 6)
j + O( h

6
) ,

其中,

� � A ( h) =
aj+ 1- 2aj + aj- 1

h
2 �� (2)

对这个中心差分格式两次应用 Richardson外插法,得到

� � a�( xj ) = A 2( h) + O( h
6
) ,

其中,

� � A 2( h) =
16A 1( h ) - A 1(2h)

15
, (3)

� � A 1( h) =
4A( h) - A(2h)

3
�� (4)

因此,我们可以把问题写成矩阵形式:

� � Aa = f�� (5)

详见文献[ 4]��

2 �解二维 Poisson方程的有限差分_Chebyshev Tau方法

本节的主要论题包括:用一个有限差分格式取代关于 x 的导数, 然后利用 Chebyshev_Tau

方法将( 1)型的一类线性边值问题离散化��

首先,将区间[ - 1, 1]划分为相同大小的 n 个子区间:

� � - 1 = x 0 < x 1 < � < xn = 1,

其中 xj = - 1+ 2j / n ( j = 0, 1, � , n )�� 采用缩略记号 u( xj , y ) := vj ( y ) , f ( xj , v ) := f j ( y )�� 令

v = [ v1, v2, � , vn- 1]
T
, f = [ f 1, f 2, � , f n- 1]

T�� 然后, 对问题 (1) 的中心差分形式两次应用

Richardson外插法, 写出问题( 1)的矩阵形式

� � v�+ Av = f � � y � [- 1, 1] , (6)

� � v ( � 1) = 0,

式中 A是一个( n - 1) � ( n - 1) 矩阵��

对于边值问题( 6) ,我们采用 Chebyshev 多项式给出 v, v�和f 的近似表达式:

� � vm( y ) = �
m

k= 0
akT k( y ) , v

�
m( y ) = �

m

k= 0
a

(2)
k T k( y ) , fm( y ) = �

m

k= 0
bkT k( y ) ,

其中 T n( x ) 为 n 次Chebyshev 多项式:

� � T n( x ) = cos( narccos( x ) ) , � � x � [- 1, 1] , n � 0, 1, 2, � � 

近似解 vm 的残余为

� � Rm( vm) = v
�
m( y ) + Avm( y ) - f m( y ) , (7)

它等价于

� � Rm( vm) = �
m

k= 0
[ a

(2)
k + Aak - bk ] T k( y ) , (8)

其中 a
(2)
k 由下式给出:

� � f
(2)
n =

1
cn
�
�

p = n+ 2
p+ n偶数

p ( p
2
- n

2
)f p ,
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而

� � f n =
2
�cn�

1

- 1

f ( x ) T n( x )

1- x
2
dx��

详情请参看 Schwarz[ 4, 5]��如同处理典型的Galerkin格式
[ 5]
那样, 将剩余关于基函数 Lk ( y ) 正

交化,我们得到( m- 1) 个方程构成的线性方程组:

� � ( Rm, Lk( y ) ) = �
1

- 1

Rm( T k( y ) )

1 - y
2
dy = 0, � � k = 0� m - 2��

由此导得各元的方程

� � a
(2)
k + Aak = bk , � � k = 0� m - 2�� (9)

因为

� � ak = rk a
(2)
k- 2+ sk a

(2)
k + wk a

(2)
k+ 2, � � k = 2� m,

故有

� � ak = rk( bk- 2- Aak- 2) + sk ( bk - Aak) + wk( bk+ 2- Aak+ 2) , � � k = 2� m, (10)

其中,

� � rk =
ck- 2

4k( k - 1)
, wk =

ek+ 4

4k ( k + 1)
, sk =

- ek+ 2

2( k
2
- 1)
��

若 k > m ,则 rk = 0; 若 k � m,则 ek = 1且若 k > m, 则 ek = 0��
为简单起见,我们假定 m 是一个正整偶数�� 由于 v( � 1) = 0,我们得到如下方程组:

� � �
k= 0

k奇数

ak = 0, �
m

k= 0
k 偶数

ak = 0�� (11)

由( 10)式和( 11)式,得到分块方程组:

� � Ge Xe = Re , (12)

� � Go Xo = Ro , (13)

其中,

� � Ge =

I I � I

Ge
21

Ge
22

� Ge
2,m /2+ 1

�

Ge
m/2+ 1, 1

Ge
m/ 2+ 1,2

� Ge
m/2+ 1, m/2+ 1

, Xe =

a0

a2

�
am

, Re =

0

Re
1

Re
m/2

;

� � Go =

I I � I

Go
21

Go
22

� Go
2,m /2

�
Go

m/2,1
Go

m/ 2, 2
� Go

m/2, m/2

, Xo =

a1

a3

�

am- 1

, Ro =

0

Ro
1

Ro
m/ 2- 1

;

� � Ge
i , j

=

r 2( i- 1) A 当 i = j + 1

I + s2( i- 1)A 当 i = j

w2( i- 1) A 当 i = j - 1

0 其他

� � i = 2� m/ 2 + 1, j = 1� m/ 2+ 1,

� � Go
i, j

=

r2i+ 1A 当 i = j + 1

I + s 2i+ 1A 当 i = j

w 2i+ 1A 当 i = j - 1

0 其他

� � i = 2� m/ 2, j = 1� m/ 2;
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� � Re
i
= r2ib2i- 2+ s2ib2i + w 2ib2i+ 2, � � � � � � i = 1� m/ 2;

� � Ro
i
= r2i+ 1b2i- 1+ s2i+ 1b2i+ 1+ w 2i+ 1b2i+ 3, � � i = 1� m/ 2 - 1��

因为方程组( 12)和( 13)有相同的形式,我们仅讨论方程组( 12)的解�� ( 12)可以改写成

� �
P
T

I

Q D

E

am
=

0

g
,

其中 P
T
、Q、D、E、g的阶数分别为( n - 1) � ( m / 2) ( n - 1) , ( m/ 2) ( n - 1) � ( m/ 2) ( n - 1) ,

(m / 2) ( n - 1) � ( n - 1) , ( m / 2) ( n - 1) � 1, (m / 2) ( n - 1) � 1�� 于是我们得到

� �
P
T
E + am = 0,

QE + Dam = g��
(14)

解方程组( 14) ,得

� � H = ( In- 1 - P
T
Q

- 1
D)

- 1
,

� � E = ( Q
- 1

+ Q
- 1
DHP

T
Q

- 1
) g,

� � am = - P
T
E��

应该注意, Q 是一个上三角分块矩阵,它具有非奇异对角矩阵�� 我们把计算方法概括为如下

的算法(6) :

算法( 6)

输入: �矩阵 P
T、g、Q、D ;

输出: �矩阵 E、am ;

步骤 1: �从 Qz 1 = g 解出z 1;

步骤 2: �计算 z 2 = P
T
z 1, z3 = Dz 2;

步骤 3: �从 Qz 4 = z 3解出 z 4;

步骤 4: �计算 z 5 = z 2- P
T
z 4, z6 = Dz 5;

步骤 5: �从 Qz 7 = z 6解出 z 7;

步骤 6: �计算 E = z 7+ z 1, am = - P
T
E��

3 �数 值结 果

我们采用各种例子对所提出的方法进行了检验��本节列出其中一个试验例子来说明算法

( 6)收敛得非常快、十分有效��另外, 还将试验问题 u( x , y ) = ( x
2
- 1) ( y

2
- 1) ex+ y 的结果与

前人结果作一比较,包括 Dang_Vu和Delcarte用 Chebyshev配置法及Siyyam 和Syam 用Chebyshev

Tau方法所得的结果��

我们的计算是在 IBM_486微机上实现的,程序以双精度编制��

算例 3�1�考虑如下的在- 1 < x < 1, - 1 < y < 1域内的边值问题:

� � uxx ( x , y ) + uyy ( x , y ) = f ( x , y ) ,

� � u( � 1, y ) = 0 = u( x , � 1) ,

其中 f ( x , y ) = 2( ( x
2
+ y

2
- 2) + 2x ( y

2
- 1) + 2y ( x

2
- 1) + ( x

2
- 1) ( y

2
- 1) ) ex+ y��

此问题的精确解为 u( x , y ) = ( x
2
- 1) ( y

2
- 1) ex+ y�� 我们来研究近似解中所取的项数 m

与近似的误差 �m 之间的关系, 这种关系在表 1中列出��

从表 1可见, 我们的方法是一种准确的方法, 比 Dang_Vu & Delcarte 方法更准确,而且,显

然,我们的方法与 Siyyam & Syam 方法相当,当 m 值很大时,应可产生更为准确的结果��
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� � 表1 � 最大绝对误差 �与 m 的函数关系

m Dang_Vu & Delcarte方法 (�) Siyyam & Syam 方法 (�) 本方法 ( �)

10 1�85� 10- 8 1�02� 10- 9 1�21� 10- 8

12 4�12� 10- 11 4�16� 10- 12 2�57� 10- 11

16 3�12� 10- 15 6�14� 10- 16 4�21� 10- 16
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An Accurate Solution of the Poisson Equation by the

Finite Difference_Chebyshev Tau Method

Hani I. Siyyam

( Departm ent of Mathem atics and Statistics , J ordan Univ er sity

of Scien ce an d Technology , Ir bid _Jordan )

Abstract: A new finite difference_Chebyshev Tau method for the solution of the two_dimensional

Poisson equation is presented. Some of the numerical results are also presented which indicate that

the method is satisfactory and compatible to other methods.

Key words: Poisson equation; Chebyshev polynomials: Tau_method; finite difference method
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