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两自由度非对称三次系统非线性
模态的奇异性质

�

徐 �鉴1, �陆启韶2, �黄克累2

( 1�同济大学 工程力学与技术系,上海 200092; 2� 北京航空航天大学 应用数学系 ,北京 100083)

(陈予恕推荐)

摘要: � 利用非线性模态子空间的不变性和摄动技术,研究两自由度非对称三次系统在奇异条件

下系统的性质�� 重点考虑子系统之间线性耦合退化时的奇异性质�� 对于非共振情形, 所得到的解

析结果表明,系统出现单模态运动以及振动局部化现象, 这种现象的强弱不但与非线性耦合刚度

有关,而且与非对称参数有关�� 并解析地得到了参数的门槛值;对于 1: 1 共振情形, 模态随非线性

耦合刚度和非对称参数的变化会出现分岔,得到了参数分岔集以及模态的分岔曲线��

关� 键� 词: � 非对称系统; � 非线性模态; � 振动局部化 ; � 模态分岔; � 非线性动力学

中图分类号: � O322; TU311 � � � 文献标识码: � A

引 � �言

非线性动力学研究的现代分析方法为非线性科学的发展起到了巨大的推动作用��这些方

法包括 L_S方法[ 1]、奇异性方法[ 2]、摄动方法[ 3]、Melnikov 方法[ 4]、C_L 方法[ 5]和中心流形法[ 6]

等等��然而,由于多自由度非线性振动系统内部子系统的耦合, 使动力学行为变得更加复杂,

其解耦问题仍是当今学术界研究的难点之一�� Shaw[ 7]受动力系统不变流形概念的启发, 提出

了非线性模态子流形具有不变性的观点,同时给出了使多自由度非线性振动系统(保守和非保

守)解耦的构造性方法,为多自由度非线性振动系统的研究开辟了一条新的途径,但仍存在两

个方面的问题:

1�由于所研究的问题是非线性的, 如果系统存在两个以上的非线性模态, 叠加后的模态
解在多大程度范围内能描述原系统的解?

2�当系统参数使非线性模态出现奇异时, 非线性模态有何特点? 对应的系统的动力学行

为又如何?

我们就上述第一个问题已在文[ 8]中进行过研究,结论表明: 系统在模态非奇异时非线性

模态解的有效性不仅与其局部性的限制有关,而且与模态动力学方程静态解分岔有关��本文

是文[ 8]的继续和发展,重点考察模态解出现奇异性的动力学行为��

本文考虑如下两自由度非线性自由振动系统(图 1)
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� �
�x 1 + f 1( x 1) + f 2( x 1- x 2) = 0,

�x 2 - f 2( x 1- x 2) + f 3( x 3) = 0,
(1)

其中 f 1、f 2、f 3为与位移有关的非线性弹性恢复力,

� �

f 1( u ) = u + p 1u
3
+ O( u

5
) ,

f 2( u ) = ku + qu
3
+ O( u

5
) ,

f 3( u ) = (1+ �) u + p 2u
3
+ O( u

5
)��

(2)

如果忽略 5次以上非线性项,系统( 1)成为三次非线性自由振动系统��

� �
�x 1 + x1 + k ( x 1- x 2) + p 1x

3
1+ q ( x 1- x 2)

3
= 0,

�x 2 + (1 + �) x2 + k ( x 2- x 1) + p 2x
3
2+ q ( x 2- x 1)

3
= 0,

(3)

其中 �、k、p 1、p 2 和 q 为系统参数�� 当 � � 0或 p 1 � p 2时, 系统(3) 被称为非对称系统, �被

称为线性非对称参数�� 当系统(3) 中子系统线性耦合刚度退化时,即 k = 0,系统(3) 的非线性

模态解出现奇异性
[ 8]
,特别是当 �= 0和 �= 8时分别对应 1� 1和 1� 3内共振��

图 1 � 系统( 1)的结构图

针对上述第二个问题,本文利用非线性模态方法和摄动法研究系统( 3)在 k = 0时的动力

学行为以及非线性模态的性质和特点��

1 �非共振时模态的奇异性质:单模态运动和振动局部化

局部化的概念是由Anderson [ 9]在固体物理的研究中提出的, 他的研究结果表明导体中电

子运动能量可以集聚在一个很小的范围内, 其程度不仅依赖于系统内部子系统之间耦合的强

弱, 而且还与导体材料自身的缺陷有关��尽管Hodges[ 10]已经提出固体物理这一研究成果可以

应用于航空和结构动力学, 但到目前为止并没有受到动力学特别是非线性动力学研究领域太

多的关注�� Pierre[ 11, 12, 13]可以说是少数应用这一研究成果的学者代表, 对于线性多自由度振

动系统模态的局部化问题, 他给出了大量的理论和数值结果, 说明实际中大量存在着局部化

现象��

由文[ 8]的方法(详见附录) ,将 k = 0、� � 0和 � � 8代入附录 (A4) ~ ( A12) ,只能解出一

组解

� �

a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = b1 = b2 = b3 = b4 = b5 = 0,

a6 =
( �- 6) q
�( �- 8)

, a7 = 0, a8 = -
6q

�( �- 8)
, a9 = 0,

b6 = 0, b7 =
3( �- 3) q
�( �- 8)

, b8 = 0, b9 = a8��

(4)

对应的系统( 3)的动力学行为是单模态运动,并且非线性模态不变曲面是系统的中心流形的二

维子流形[ 1]
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� �

x 1 = u, �x 1 = v ,

x 2 =
( �- 6) q
�( �- 8)

u
3
-

6q
�( �- 8)

uv
2
,

�x 2 = 3( �- 2) q
�( �- 8) u

2
v +

( �- 8) q
�( �- 8) v

3��

(5)

将( 5)代入( 3) ,得到模态动力学方程( 5次近似)

� � �u + u + ( p 1+ q ) u
3
- 3u3( a6u

2
+ a8�u 2) = 0�� (6)

通过应用 Lindstead_Poincar�方法
[ 14]

,我们可以得到( 6)的解

� � u = �acos( �t + �) + 1
32
�3a3( p 1 + q ) cos(3�t + 3�) -

�5a5

1 024�( �- 8)
(3(- 192q + �(40q +

7( �- 8) ( p 1+ q)
2
) ) cos(3�t + 3�) +

�(8q - ( �- 8) ( p 1 + q )
2
) cos(5�t + 5�) ) , (7)

其中, �a和�由系统(3) 的初值 u | t = 0 = u0和 v | t= 0 = �u | t= 0 = v0确定, �是非线性振动频

率,

� � � = 1+
3�2a2

8
( p 1 + q ) -

3�4a4

256�( �- 8)
(- 576q + 5�2( p 1+ q)

2
-

� � � � � � 40�( p 21+ 2p 1 q + ( q - 2) q ) )�� (8)

为方便起见,将初值 u0和 v0写成极坐标的形式

� � u0 = a0cos�0, v0 = - a0 �0cos�0, (9)

其中 �0 = 1�� 于是得到

� � a0 = u
2
0+ v

2
0, �0 = arccos

u0
a0

= arcsin -
v0
a0

, (10)

� �

a0cos�0 = �a cos �+ �
3
a
3
c1cos(3�) + �

5
a
5
[ c2cos(3�) + c3cos( 5�) ] ,

- a0sin�0 = - �a�sin�- 3�3a3 c1�sin(3�) -

� � ��5a5[ 3c2sin(3�) + 5c3sin(5�) ] ,

(11)

其中

� �

c1 =
1
32
( p 1+ q) ,

c2 = -
3

1 024�( �- 8)
[ �(40q + 7( �- 8) ( p 1+ q)

2
) - 192q] ,

c3 = -
1

1 024( �- 8)
(8q - ( �- 8) ( p 1+ q )

2
)��

(12)

为了解( 11)中的 �a和 �,将 �a 和�展开为以 a0 的幂的形式

� �
�a = A 1a0 + A 3a

3
0+ A 5a

5
0+ O( a

7
0) ,

�= B0+ B 2a
2
0+ B 4a

4
0+ O( a

6
0)��

(13)

将( 13)代入( 11)并比较方程两边 a0的同次幂可得到

� � A 1 = 1,

� � A 3 = c1( cos4�0+ 4cos4�0- 6) ,

� � A 5 = 1
4 (605c

2
1- 2d - 2(268c

2
1+ 4c2- d ) ) cos2�0- 4(10c

2
1 -
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c2+ 3c3) cos4�0+ 8( c3- 2c21) cos6�0 - c
2
1cos8�0,

� � B0 = �0,

� � B2 = - c1(8sin2�0+ sin4�0) ,

� � B4 = 1
2
[ (248c21 - 4c2- d ) sin2�0+ (32c21- 2c2 - 6c3) sin4�0+

4(3c21- c3) sin6�0+ c
2
1sin8�0] ,

其中 c1、c2、c3满足(12) , 而

� � d = - 3
256�( �- 8)

[- 576q + 5�
2
( p 1+ q )

2
- 40�( p

2
1+ 2p 1 q + q ( q - 2) ) ]��

特别当 v0 = 0时, a0 = u0,则

� � �a = a0-
1
32 a

3
0( p 1+ q ) -

a
5
0

1 024�( �- 8) (19�
2
p
2
1- 152�p

2
1- 576q +

112�q - 304�p 1 q + 38�
2
p 1 q - 152�q

2
+ 192�

2
q
2
)�� (14)

记系统( 3)两个子系统的振幅分别是 � x 1 � 和 � x2 � ,则当 v0 = 0、a0 = u0时,由(5)、(7) 和

(14) 可以得到

� � � x 1 � = a0 + O( a
3
0) , � x 2 � =

( �- 6) q
�( �- 8)

a
3
0+ O( a

5
0)�� (15)

根据非线性模态方法有效性研究的结果[ 8] ,要求 a0 < 1�� 因此,当

� � ( �- 6) q
�( �- 8)

< O
1

a
2
0

时,系统( 3)的振动能量集中在子系统 x 1处, 即出现振动的局部化现象�� 记

� � ( �- 6) q
�( �- 8) Threshold

是振动局部化的门槛值, 则它应满足

� � ( �- 6) q
�( �- 8) Threshold

= O
1

a
2
0
�� (16)

重新回忆系统参数: q 表示系统内部子系统之间的耦合, �是线性非对称参数�� 因此,振

动的局部化不仅与系统内部的耦合有关,而且与系统的对称性有关�� 令人感兴趣的是对称性

是否破缺总是与对应系统是否有缺陷相联系,对称破缺对非线性系统动力学行为有重大影响,

它可以导致非线性系统失稳、分岔,甚至出现混沌运动[ 15]�� 对于本文考虑的系统,当 �= 0, p 1

= p 2时, 如果( x̂ 1, x̂ 2) 是解,则( x̂ 2, x̂ 1) 和(- x̂ 1, - x̂ 2) 也是(3) 的解�� 显然,当 � � 0或 p 1 �

p 2时,这种对称性就不存在了,这种对称性的破缺可以导致非线性系统振动的局部化��

为了直观地描述我们所得到的理论分析结果,同时对其进行数值验证和模拟,本节给出一

个数值例子,取相关参数分别为 �= 1, p 1 = 0�5, p 2 = 0�7, q = 0�2, u0 = 0�3, v0 = 0��

图2描绘了 � x 1 � 和 � x 2 � 在忽略 O( a
7
0) 量级上随 q 和�的变化情况�� 从图 2( a) 中

可以看出,在 q 小于门槛值时, � x 2� / � x 1 � < O(1) ,并且 q 越小, � x2 � 越小,说明子系统

之间的非线性耦合越弱, 振动的局部化程度越强�� 随着子系统之间非线性耦合增强, 子系统

x 1的振动能量通过非线性耦合构件传递给子系统 x 2, 使得振动的局部化消失; 图2(b)说明只

有当 � � 0或 � � 8时, 振动的局部化现象才能消失,观察(3) 当 k = 0时的特征值是 � i和
� 1+ �,于是 � � 0或 � � 8恰恰是系统(3) 发生 1� 1或 1� 3内共振�� 图 3是数值解与

近似解析解(7) 和(5) 的比较: 第一行是采用 R_K法得到的数值解; 第二行是近似解析解;第
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三行是两种解的比较�� 图 3的结果说明近似解析解与数值解吻合得很好, 同时也可看到局部

化现象��

� ( a) 固定 � = 1 � � � � � � � � � � � � � � � ( b) 固定 q = 0�2

图 2 � 系统( 3)振幅与 q 和�的关系 ( u0 = 0�3, v0 = 0, p 1 = 0�5, p 2 = 0�7)

细实线� ( 3)数值解; 虚线� 近似解析解( 7)和( 5)

( u0 = 0�5, v0 = 0, p 1 = 0�5, p 2 = 0�7, � = 3, q = 0�2)

图3 � 系统( 3)的振动局部化现象: 数值解与近似解析解比较

873两自由度非对称三次系统非线性模态的奇异性质



2 � 1�1共振时模态的奇异性质:模态分岔

如果 k = 0、�= 0, 则系统( 3)发生 1�1内共振,代入附录的( A4) ~ (A12)可得到

� �
a1 = b2, a2 = b1 = a3 = a4 = a5 = b3 = b4 = b5 = 0,

a6 = b9, a7 = - b8, a8 = - b8, b6 = b8, b7 = b9
(17)

和

� � qa41 + ( p 2- 2q ) a31+ (2q - p 1) a1- q = 0�� (18)

在解方程组( 17)和( 18)的过程中有两个自由变量,特别地,当取 b 8 = b9 = 0时,系统( 3) 存在

着相似模态,其形式为

� � x 2 = a1x 1, y 2 = b 2y1, (19)

其中 a1和 b2 满足方程(17) 和(18)��

从( 18)得知,可能存在 4个实数解, 即有可能存在 4阶模态��因此, 存在模态分岔��为了

讨论( 18)实数解存在的条件,设 q � 0并作变换 a1 = z - ( p 2- 2q) / 4q ,则(18) 成为

� � z 4+ mz
2
+ nz + r = 0, (20)

其中

� �
m = -

3
8

p 2- 2q

2

2

, n =
2q - p 1

q
+

1
8

p 2- q

q

3

,

r = - 1+
1
4

( p 1- 2q ) ( p 2- q )

q
2 -

3
256

p 2- 2q

q

4

��
(21)

设

� � s = 1
3
(m

2
- 4r ) -

4
9
m
2
, w =

8
27
m
3
-

1
3
m( m

2
- 4r ) -

1
2
n
2
,

� � � = s
2
+ w

3
,

则当 � � 0时, (20) 有两个实根;当 �< 0时, ( 20) 有4个实根�� 因此, �= 0是模态分岔的边

界或分岔集�� 因此,分岔集可以被表示为

� � � = ( p 1, p 2, q ) | � = 0 �� (22)

特别地,当系统( 3)是对称系统(即 p 1= p 2= p ) 时, �= - p
2
( p

2
- 4pq)

3
/ 27q

6
,则对于 p

2
- 4pq

� 0, (18) 有两个实根 a
(1)
1 = 1, a

(2)
1 = - 1; 对于 p

2
- 4pq > 0, (18) 有 4个实根 a

( 1)
1 = 1, a

( 2)
1

= - 1, a (3, 4)1 = (2q - p � p
2
- 4pq ) / 2q��

图4表明对称系统当 p = 0�50时,模态系数 a1 与非线性耦合系数 q 的依赖关系�� 从图

中可以看出,当 q < 0�012 5时,附加模态才会出现,该模态是从反对称模态中分岔出来的,分
岔点的坐标是(0�012 5, - 1) ;当 p 为零时,系统不存在着附加模态,这些结论与文[ 16] 用匹配

法所得到的结果完全一致��

对于非对称系统(即 p 1 � p 2) , 不妨设 p 2 = p 1+ ��� 图5表明了模态的分岔集曲线,在其

内部存在着附加模态;图6( a) 和图6(b) 分别为 a1随 q和�的变化�� 从图中我们可以看出,非

线性耦合越弱和非对称因素增强,越容易出现模态分岔�� 另外, 非对称系统的附加模态结构

与对称系统的有本质区别,这是由于非对称参数的扰动造成的��
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图 4� 对称系统的模态分岔 ( p 1 = p 2 = p = 0�50) � � 图 5� 非对称系统( 3)的模态分岔参数集

( a) q = 0�1 � � � � � � � � � � � � � � � � � ( b) � = 0�1

图 6� 非对称系统( 3)的模态分岔图 ( p 1 = 0�5 )

3 �结 � �论

(1) 当系统( 3)内部的子系统仅存在非线性耦合时, 对于非共振情形, 系统只有单模态运

动��这种单模态运动存在着局部化现象,它不仅与非线性耦合有关, 而且与非对称参数有关��

局部化现象的消失是通过子系统之间的能量传递和或内共振完成的��

( 2) 当系统( 3)出现 1�1内共振时, 模态会出现分岔而形成附加模态,非线性耦合越弱和

非线性对称因素增加,越容易出现模态分岔��

( 3) 由于对称性理论无助于非对称系统的研究, 非线性模态方法和摄动法的联合应用也

许是解决非对称非线性振动系统有关问题的方法之一��

附录:系统( 3)的非线性模态方法

对于动力系统( 3) ,定义相空间的一个不变子集 S, 使得如果系统初始条件在 S 中,则系统的运动永远保

持在S 中�� 依据Shaw [7] 给出的非线性模态的构造方法, 我们知它们是非线性运动方程的不变子空间, 且在平

衡点处与对应的线性不变子空间相切�� 将系统( 3) 改写为

� � �z = [ A0+ A2( z) ] z, (A1)

其中
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� �

z = [ x 1, y 1, x 2, y 2] , y 1 = �x 1, y 2 = �x 2,

A0 =

0 1 0 0

- (1+ k ) 0 k 0

0 0 0 1

k 0 - ( 1+ � + k ) 0

,

A2( z) =

0 0 0 0

- ( p 1+ q ) x 21- 3qx 22 0 3qx 21 + qx 22 0

0 0 0 0

3qx 22 + qx 21 0 - ( p 2 + q ) x 21- 3qx 22 0

��

(A2)

令 x 1 = u , y 1 = v ,并且将 x 2、y 2展开成关于明天模态坐标 u、v 的函数

� �
x 2 = a1u + a2v + a3u

2
+ a4uv + a5v

2
+ a6u

3
+ a7u

2
v + a8uv

2
+ a9v

3
+ � ,

y 2 = b1u + b2v + b3u
2+ b4uv + b5v

2+ b6u
3 + b7u

2v + b8uv
2 + b9v

3+ � � 
(A3)

将( A3)代入( A1) ,可通过 u 和 v 各次幂系数的比较,得到一系列恒等式, 可确定( A3)中的系数, 下面的推导都

是通过计算机代数语言MATHEMATICA c�得到的:

u 项

� �
a2 + b1+ a2k - a1 a2k = 0,

- a1 - �a1 + b2+ k + b2k - a1k - a1b2k = 0;
(A4)

v 项

� �
- a1 + b2+ a

2
2k = 0,

- a2 - �a2 - b1- a2k - a2 b2k = 0;
(A5)

u2 项

� �
a4 + b3- a2a3k + a4k - a1a4k = 0,

- a3 - �a3 + b4- a3k - a3 b2k + b4k - a1b 4k = 0;
( A6)

uv 项

� �
- 2a3 + 2a5+ b4- 2a2a4k + 2a5k - 2a1a5k = 0,

- a4 - �a4 - 2b3+ 2b 5- a4k- a4b 2k - a2b4k + 2b 5k - 2a1b5k = 0;
(A7)

v2 项

� �
- a4 + b5- 3a2a5 = 0,

- a5 - �a5 - b4- a5k - a5 b2k - 2 a2b 5k = 0;
(A8)

u
3
项

� �

a7 + a6 - a3 a4k - a2a6k + a7k - a1a7k + a2p 1+ a2q - 3a1a2q +

� � 3a21a2q - a31a2q = 0,

- a6 - �a6 + b7- a6k - a6 b2k - a3b 4k+ b 7k - a1b 7k + b 2p 1- a31p 2 + q-

� � 3a1q+ 3a21q - a31q + b 2q- 3a1b2q + 3a21b2q - a31b2q = 0;

(A9)

u2v 项

� �

- 3a6 + 2a8+ b7- a24k - 2a3a5k - 2a2a7k + 2 a8k - 2a1a8k - 3a22q +

� � 6a1a22q - 3a21a
2
2q = 0,

- a7 - �a7 - 3b6+ 2b 8- a7k- a7b 2k - a4b4k - 2a3b5k - a2b7k + 2b8k -

� � 2a1b8k - 3a21a2p 2- 3a2q + 6 a1a2q - 3a21a2q + 3a2b2q +

� � 6a1a2 b2q - 3 a21a2b 2q = 0;

(A10)

uv2 项
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� �

- 2a7 + 3a9+ b8- 3a4a5k - 3a2a8k + 3a9k - 3 a1a9k + 3a32q-

� � 3a1a32q = 0,

- a8 + �a8 - 2b7+ 3b 9+ a8k- a8b 2k - a5b4k - 2a4b5k - 2a2b8k + 3b9k -

� � 3a1b9k - 3a1a
2
2p 2+ 3a

2
2q - 3 a1a

2
2q + 3a

2
2b2q - 3a1a

2
2 b2q = 0;

(A11)

v3 项

� �
- a + b9- 2a25k - 4a2a9k - a42q = 0,

- a9 - �a9 - b8- a9k - a9 b2k - 2 a5b 5k - 3a2b 9k- a32p 2- a32q- a32b2q = 0��
(A12)
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Singular Characteristics of Nonlinear Normal Modes

in a Two Degrees of Freedom Asymmetric

SystemWith Cubic Nonlinearities
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Abstract: Nonlinear normal modes in a two degrees of freedom asymmetric systemwith cubic nonlin-

earities as singularity occurs in the system are studied, based on the invariant space in nonlinear nor-

mal modes and perturbation technique. Emphasis is placed on singular characteristics as the linear

coupling between subsystems degenerates. For non_resonances, it is analytically presented that a sin-

gle_mode motion and localization of vibrations occur in the system, and the degree of localization re-

lates not only to the coupling stiffness between oscillators, but also to the asymmetric parameter. The

parametric threshold value of localization is analytically given. For 1�1 resonance, there exist bifurca-

tions of normal modes with nonlinearly coupling stiffness and asymmetric parameter varying. The b-i

furcating set on the parameter and bifurcating curves of normal modes are obtained.

Key words: asymmetric system; nonlinear normal mode; localization of vibration; bifurcation of nor-

mal mode; nonlinear dynamics
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