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摘要 :  讨论了动应力、动位移约束下离散变量结构拓扑优化设计问题# 首先给出问题的数学模

型,然后用拟静力算法, 将结构惯性力极值作为静载荷施加到结构上, 求得结构的动位移和动内

力,将考虑动应力约束和动位移约束的离散变量结构拓扑设计问题化为静应力和静位移约束的优

化问题,然后利用两类变量统一考虑的离散变量结构拓扑优化设计的综合算法进行求解# 
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引   言

国内外研究结构拓扑优化设计这一问题采用的方法主要是基结构法, 即根据预先给定的

支承条件、载荷情况、结点位置及其它要求,形成一个基结构# 结构所允许的所有拓扑形式都

可以由基结构删除某个或某些单元而成# 在求解过程中, 通过删除截面为零的单元或基于某

些准则删除或恢复某些杆件实现结构的拓扑变更# 优点是相对较少的计算量和比较高的计算

效率# 然而,拓扑变量和截面变量之间有较强的耦合关系,如果忽略这种耦合关系, 最优解可

能得不到,特别是会出现/极限应力0和/最优解奇异0等问题# 

文[ 2]将离散变量优化设计的相对差商法推广应用到离散变量结构拓扑优化设计, 建立

了包含截面和拓扑两类变量的离散变量结构拓扑优化设计的数学模型, 并采用统一的算法求

解# 由于在建模及求解中充分考虑了两类变量的耦合作用,反映了拓扑优化的本质,因而该方

法具有较高的计算精度# 

对于包含有动载荷作用下的离散变量结构拓扑优化问题,由于动位移约束函数不易求得

及求动位移和动应力极值时动力重分析工作量很大,加之离散变量结构拓扑优化本身发展还

不太完善,包含动应力和动位移约束的离散变量结构拓扑优化问题考虑的较少# 有些设计规

范中要求动应力动位移不能超过许用值,因此必须考虑动应力和动位移约束# 
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本文考虑了既有静载荷作用又有动载荷的作用下的离散变量结构拓扑优化设计问题# 首

先给出了问题的数学模型,然后利用拟静力方法将结构惯性力极值作为静载荷施加到结构上,

求得结构的动位移幅值, 通过和静位移的叠加,求出结构位移,进而求得各杆件的内力,然后利

用离散变量结构拓扑优化设计的综合算法求最优解,为解决具有动应力和动位移约束的离散

变量结构拓扑问题措供了一种实用可行的方法# 

1  既有静载荷又有简谐动载荷作用下的结构拓扑优化
问题的数学模型

包含动应力约束和动位移约束的离散变量结构拓扑优化设计问题的数学模型为:

  P 求A = [ A 1, A 2, ,, Am ] T,  A= [ A1, A2, ,, Am ]T ,

  minW = E
m

i= 1

QiA iAi E
j I G

i

lj ,

  s. t. Ai # R+il ( A, A) [ �Ri ,  R+il ( A, A) = max
j I G

i

( Rjl ( A, A) \0) ,

  Ai # R-il ( A, A) \ Ri ,  R-il ( A, A) = min
j I G

i

( Rjl ( A, A) < 0) , (1)

  Djl ( A, A) [ �Dj , (2)

  Ai # R+ilD ( A, A) [ �Ri ,  R+ilD ( A, A) = max
j I G

i

( RjlD ( A, A) \ 0) ,

  Ai # R-ilD ( A, A) \ Ri ,  R-ilD ( A, A) = min
j I G

i

( RjlD ( A, A) < 0) , (3)

  DjlD ( A, A) [ �Dj , (4)

  Ai I 0, 1 ,  A i I S i = Ai , 1, A i , 2, ,, Ai , n
i ,

  i = 1, 2, ,, m ;  j = 1, 2, ,, nDis;  l = 1, 2, ,, nL ,

A 和 A分别为截面变量和拓扑变量所构成的向量, Si 是第 i个截面变量的许用离散集, n i

是集合S i的元素个数; nL , m , nDis分别是工况数、截面变量数、位移约束总数, Gi 是单元分组以

后第 i组单元的单元号所构成的集合# 其中, (1) ~ (2) 式为静应力和静位移约束, R+il是 l工

况下并且无动载荷作用下的第 i 组杆的拉应力的最大值, R-il 是 l 工况下并且无动载荷作用下

的第 i 组杆的压应力的最小值, Djl 是 l 工况并且无动载荷作用下的第j 个约束位移; (3) ~ (4)

式为动应力和动位移约束, R+ilD 是既有动载荷作用又有静载荷( l工况) 作用下的第 i组杆的拉

应力的最大值, R-ilD 是既有动载荷作用又有静载荷( l 工况) 作用下的第 i组杆的压应力的最小

值, DilD 是既有动载荷作用又有静载荷( l 工况) 作用下的第 j 个约束位移# 

数学模型( 1)式包含应力约束和位移约束, 是一多约束优化设计问题, 考虑到各种约束条

件可能因为量纲不一致而使约束值相差甚远,因此, 首先将( 1)式的约束条件进行无量纲归一

化处理,应力约束化为

  �R+il ( A, A) = 1- Ai R
+
il ( A, A) /�Ri \ 0,

  �R-il ( A, A) = 1- Ai R
-
il ( A, A) / Ri [ 0,

  �R+ilD ( A, A) = 1- Ai R
+
ilD ( A, A) /�Ri \ 0,

  �R-ilD ( A, A) = 1- Ai R
-
ilD ( A, A) / Ri [ 0# 

位移约束化为

  �Djl ( A, A) = 1- Djl ( A, A) /�Dj \ 0,
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  �DjlD ( A, A) = 1 - DjlD( A, A) /�Dj \ 0# 

在一轮优化中, 由于截面变化对单元内力的影响较小,由静定化假设, 各杆件内力保持不

变,各组单元的最大拉应力和最小压应力可分别表示为

  R
+
il ( A i ) = max

j I G
i

N il

Ai
N il \ 0 和 R

-
il ( A i ) = mix

j I G
i

N il

A i
N il < 0 # 

各组单元的最大动拉应力和最小动压应力可分别表示为

  R+ilD ( A i ) = max
j I G

i

N ilD

A i
N ilD \ 0 和 R-ilD ( A i ) = max

j I G
i

N ilD

A i
N ilD < 0 # 

结构的静位移可由Mohr公式表示为  Djl ( A) = E
M

k= 1

1
EkAk E

i I G
k

N ilN ij ,

结构的动位移也可由 Mohr公式表示为  DjlD ( A) = E
M

k= 1

1
EkAk

E
i I G

k

N ilDN ij ,

其中: N il 是i 单元在静载荷( l 工况) 作用下的内力, N ilD 是i单元在动载荷和静载荷( l工

况) 作用下的内力, N ij 是 i单元对应于j 位移方向所加单们载荷的虚工况的内力# 这样,数学

模型 P 就变成显示的形式# 

2  动载荷作用下的结构的动内力的计算方法

这里采用拟静力方法,考虑简谐动载荷作用下的情况# 在工程结构振动中,考虑到自由振

动项由于结构的阻尼作用,很快就消失了,而初始条件的影响主要表现在自由振动项中, 所以

在求解过程中一开始就忽略自由振动的影响而只考虑强迫振动项的影响, 这一项是引起结构

振动的主要因素# 由于阻尼对强迫振动的影响很小,忽略阻尼的影响,结构强迫振动微分方程

为:

  M
52
u

5 t 2
+ Ku = FD sinpt# 

采用拟静力方法,将以上方程化为

  Ku = FD sinpt - M
52u
5t 2

,

其中, - M
52
u

5 t2
为惯性力# 上式表示的就是将惯性力加到结构上的静力问题# 

设 u = UDsinpt ,则有 KUD = FD + Mp
2
UD ,

移项得 ( K - Mp
2
) UD = FD ,

式中, K - Mp
2为结构的相当刚度矩阵, UD为结构的动位移幅值,求解上式即可求得结构的动

位移幅值# 

在动载荷和静载荷同时作用时,设在静载荷作用下的位移值为 US, 则将静位移和动位移

的幅值叠加 U= UD+ US ,然后利用叠加值 U和结构的刚度矩阵即可求得结构构件i的动内力

N
( i )

= K
( i )
U
( i )# 其中, N

( i)
, K

( i )、U ( i) 分别为 i 单元内力幅值向量、局部坐标系下的单元刚

度矩阵和单元对应节点在局部坐标系下的位移向量# 

内力求出以后, 就得到了一个显式的数学模型,然后可以利用两类变量综合处理的拓扑优

化的综合算法进行求解# 
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3  利用拓扑优化的综合算法求解

利用综合算法求解时,需要求两类变量的相对差商, 要求将多约束问题转化为单约束问

题,可以用文[ 2]提出的统一约束函数的处理方法, 也可利用文[ 4]的凝聚函数将多约束问题转

化为单约束问题# 设单约束函数为 g( A, A) ( [ 0) ,它是关于截面变量和拓扑变量的函数# 

在优化设计中, 设计变量的改变,同时会引起目标函数的改变及约束函数的改变# 当设计

变量 A i 由A ij 变化到A i, j- 1时, 截面变量所构成的向量 A由A
j 变为A

j- 1
,则约束函数对目标函

数关于设计变量 Ai 的相对差商为

  rA
i
=

g( A
j- 1
, A) - g ( A

j
, A)

| Wi ( A i , j- 1) - Wi ( A ij ) |
# 

设计变量 Ai 由 1变化到 0时,约束函数对目标函数关于设计变量 Ai 的相对差商为

  rA
i
=

g i ( A , 0) - gi ( A, 1)

QiA i E
j I G

i

lj
,

其中: Wi ( Ai , j- 1) 是设计变量 A i的值为A i, j- 1时的目标函数值, Wi ( A ij ) 是 A i的值为Aij 时的目

标函数值# 

最轻重量结构优化设计的目的就是在满足结构各项约束条件的前提下, 设计重量最轻的

结构# 为达此目的, 应逐次改变相对差商最小的设计变量, 因为初始设计点的目标函数是最

大的 # 先求出全部相对差商值 rA
i
和rA

i
( i = 1, ,, m) , 然后求出其最小值 r# 如果该最小值

对应于第 i组截面变量, 则第 i组截面赋予新值, 而其它变量保持不变, 这样得到一组新的设

计点# 再以这组新设计点为基础, 继续求差商; 若最小值对应于第 i组拓扑变量, 删去 i 组

变量对应的杆件以后结构非几何可变, 则删去该组变量所对应的杆件, 形成新的结构, 进行

结构重分析并继续进行迭代# 

4  算   例

例 1  十二杆平面桁架如图 1 所示 , 有 6 个节点 , 12 个设计变量, 材料是铝# 容

重为 Q= 27 1501 68N / m3
, E = 61 897 @ 106N / cm2

, 许用应力均为�R= 17 24315N/ cm2
,

R= - 17 24315N/ m2# 荷载工况有两个, 静载荷分别是:工况1: P2y = - 4145 @ 105N; 工况2: P 4y

= - 4145 @ 105N;在两种工况下,在 2号节点作用有- 40cos(50t) kN的简谐动载荷# 位移约束

是两个工况下节点 2, 4 在 y 方向上的变化不允许超过 5108cm# 截面许用离散变量集为:

6145, 19135, 32126, 51161, 67174, 77142, 96177, 109168, 141194, 154184, 167174, 180164, 187110,
200, 225181 cm

2# 

 表 1       12杆桁架在静力作用下和静力与动力同时作用下优化结果的比较

杆    截   面    积( cm2)

W/N A1 A2 A 3 A 4 A5 A6 A7 A 8 A 9 A 10 A11 A12

静力 19 72817 167174 19135 109168 77142 0 19135 32. 26 109. 68 109. 68 32. 26 0 0

静动力 20 702169 167174 32. 26 141. 94 67. 74 0 32. 26 51. 61 96. 77 32. 26 32126 0 0
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图 1  平面 12杆桁架              图 2 平面 10杆桁架最优拓扑

考虑动力作用的优化结果和只有静载荷作用下的优化结果分别列在表 1, 可以看出, 优化

重量同样增加了,其中 W为桁架的重量,单位为牛顿(N) # 

例 2  15杆桁架如图3所式,分组数 M = 8,分组情况列在表2中, Q= 27 150168N/ cm3
, E

= 61897 @ 106N/ cm2
, 许用应力均为�R = 17 24315N/ cm2

, R= - 17 24315N/ cm2# 静载荷工况有

两个,工况 1: P3y = P 5y = P7y = - 4145 @ 105N;工况 2: P 4y = P6y = P8y = - 4145 @ 105N,同

时在两种工况下,在 4、6、8号节点沿 y 方向分别作用有- 40cos(50t )kN的简谐动载荷# 截面

许 用 离 散 集: S = 6145, 9168, 22158, 32126, 45116, 70197, 83187, 103123, 129103, 161129,
193155 cm

2
,结点 5的 y 方向有 ? 11524cm 的位移约束# 

  表 2 变量连结

组号 1 2 3 4 5 6 7 8

杆号 1, 2 3, 4 5, 6 7, 8 9, 10 11, 12 13, 14 15

考虑动力作用的优化结果和只有静载荷作用下的优化结果分别列在表 3, 可以看出, 优化

重量同样增加了,其中 W为桁架的重量,单位为牛顿(N)# 

图 3 15杆平面桁架      图 4 15杆平面桁架最优拓扑

 表 3        平面 15杆桁在静力作用下和静力与动力同时作用下优化结果的比较

变量 A1 A 2 A3 A4 A 5 A6 A7 A 8 W/ N

静力 83187 45116 32126 0 61451 61451 61451 70197 4859

静力和动力 83187 70197 32126 0 61451 61451 61451 70197 5 265113
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5  结   论

采用/拟静力0处理方法, 在考虑动应力、动位移约束的离散变量结构拓扑优化设计中,避

免了结构的动力重分析工作量太大以及动位移约束函数关于设计变量的表达式也无法求得这

两个困难,为利用综合方法求解具有动应力、动位移约束的离散变量结构拓扑优化设计问题提

供了可能# 由于动力作用的瞬时性,结构优化时, 许用动位移可以略大于许用静位移# 对于任

意函数形式的动载荷,可以通过傅立叶展开将其展开成若干个简谐动载荷的形式,然后利用综

合算法求解# 
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A Method for Topological Optimization of Structures

with Discrete Variables under Dynamic Stress

and Displacement Constraints

SHI Lian_shuan1,  SUN Huan_chun2,  FENG En_min3

( 11Depar tm ent of Computer , Tianjin Vocational Technical Teacher .

College , Tianjin 300222, P R China ;

21Depar tm ent of Mechan ics , Dalian Un iver sity of Techn ology , Da lian 116023, P R China ;

31 Depar tment of Mathemat ics , Dalian Un iver sity of Technology , Dalian 116023, P R China )

Abstract: A method for topological optimization of structures with discrete variables subjected to dy-

namic stress and displacement constraints is presented. By using the quasi_static method, the struc-

ture optimization problem under dynamic stress and displacement constraints is converted into one

subjected to static stress and displacement constraints. The comprehensive algorithm for topological

optimization of structures with discrete variables is used to find the optimum solution.

Key words: discrete variables; structure optimization; topopogical optimization; dynamic stress con-

straint; dynamic displacement constraint
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